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User conformer Abbildung einer Oberfläche auf 
der Ebne versteht man diejenige Abbildung, bei welcher 
zwei Linienelemente der Oberfläche sich unter demselben 
Winkel schneiden, wie die entsprechenden Linienelemente 
auf der Ebne. | 

ns tunkto, 2.2.2, der Oberllache 7. —, o sind 
nach verschiedenen Richtungen die Linienelemente ds 
und ds‘ gezogen. Die entsprechenden Linienelemente in 
der Ebne seien do und do‘, so wird: 

nd 0%: Un: 
oder was dasselbe ist: 
ss — do, was —=n1do‘, 
die Bedingung für die Conformität der Abbildung sein. 

Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend.) 
Sie wird für jeden Punkt der einen als auch der andern 
Fläche erfüllt werden müssen, falls vollkommene Con- 
formität stattfinden soll. — Es wird diese Forderung 
erfüllt sein, falls a» — „das Ähnlichkeitsverhältnis* — 
welches allgemein für jeden andern Punkt der Ober- 
fläche einen andern Wert haben wird, auf der ganzen 
Oberfläche eine endliche und stetige Funktion der Coor- 
dinaten der Oberfläche sein wird. Wird m unendlich 


1) Gauss: Auflösung der Aufg., die kleinsten Teile einer 
gegebenen Fläche auf einer andern gegebenen Fläche so abzu- 
bilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten 
Teilen ähnlich wird. Schuhmachers astr. Nachr. Altona 1815. 
3. Heft. 
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oder Null oder erleidet es an einer Stelle der Oberfläche 
eine Unstetigkeit, dann findet an jener Stelle keine Con- 
formität der Abbildung statt. 

Die abzubildende Oberfläche sei in der Form ge- 


geben: 
a — 0 er 
„eu mgy\ı Primbigz 
=, (py q) Variable. 


Sind die Coordinaten der Ebne U und V, dann 
lautet die Bedingungsgleichung für die conforme Ab- 
bildung: 

dU?+dV? = m{ Edp’-+2Fdp dg+ @dg?} 


Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung 
und damit die der Aufgabe, eine Oberfläche conform 
auf der Ebne abzubilden, ist zuerst von Gauss in der 
auf S. 1 citierten Schrift und später von Jacobi gelöst 
worden.) Der Weg, auf dem letzterer zur Lösung ge- 
langt, sei in Kürze wiedergegeben. 

Man wird stets zwei Grössen a und 5b so be- 
stimmen können, dass man: 


dU-idV — (ri IV Bap+ (Fri ye-F)@ 


dU—idV — (in) IVRap+ (= 'ye-7) a \ 


VE 
setzen kann. Durch Multiplication dieser Gleichungen 
folgt, dass m —= a?--b? sein muss, 


In den vorbergehenden beiden Differentialgleichungen 
stehen links vollständige Differentiale, rechts werden 
demnach ebenso vollständige Differentiale vorhanden sein. 


1) Jacobi, Dynamik. 

Jacobi. Über die Abbildung eines ungleichartigen EI- 
lipsoids auf einer Ebne, bei welcher die kleinsten Teile ähn- 
lich bleiben. Aus seinen hinterlassenen Papieren mitgeteilt 
von $. Cohn in Crelles Journal 59. 
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Man hat zur Lösung der Aufgabe die Multiplica- 
toren M, und M, zu suchen, welche die linken Seiten 
der nachstehenden zwei Differentialgleichungen: 


— er FiR2 [0 
VEap+ (7,47 0-5,)@ Hp 
a Aa F? 
VEdp-+ (m Ye-3) dq 
zu vollständigen Differentialen machen. 
Es wird sein: 
M = ab M, = a-—ib 
Bevor zu dem speciellen Falle der Oberflächen 
zweiter Ordnung übergegangen wird, sei noch eine Be- 
merkung gestattet. Ist eine Oberfläche in der Form 1 


gegeben und lässt sich das Quadrat des Linienelementes 
auf die Form 


| 


ds? =. du?--dv? 
bringen, so existieren für 
1) WEN eHnst: v variabel 
DDr =meonst. u variabel 
zwei OCurvenschaaren, die sich rechtwinklig schneiden 
und auf der Oberfläche ein Netz aus unendlich kleinen 
Quadraten bilden. Da nun aber 


ds® — 1(4U?-1 49?) 


m > 

die Bedingungsgleichung für die conforme Abbildung 
ist, so reduciert sich die Aufgabe „eine Oberfläche 
conform auf einer Ebne abzubilden‘ auf diese Aufgabe 
„auf der Oberfläche ist ein isothermes und orthogonales 
Curvensystem zu finden“. Auf jeder Oberfläche giebt 
es eine unendliche Anzahl von isothermen und orthogo- 
nalen Curvensystemen, 


137 
Die conforme Abbildung der Oberflächen zweiten 
Grades, allerdings zunächst nur die des ungleichaxigen 
1* 
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Ellipsoides und der beiden Hyperboloide wird hier mit 
Hilfe der von Lam6 eingeführten elliptischen Coordinaten 
gefunden. 

In Jacobys Dynamik werden die Eigenschaften der 
elliptischen Coordinaten für n Variable behandelt. Hier 
seien sie gleich auf den vorliegenden Fall angewandt. 

Die Gleichung: 

2 Lg? X? Ei \ 

4,4 Eu Ag | Tr ee 
hat 3 relle Wurzeln für A. Diese seien der Grösse nach 
geordnet A, > A, >4,... Ist’ ferner a, > a, >a,, so wird 
man für die Wurzeln drei Intervalle erhalten 

a Ss = A, = Er un 
N it 
—, > >—a, 

Durch Einführung der Wurzeln von A in die 

Gleichung I erhält man ein System von Gleichungen: 


22 .r Xg2 B Xg2 Pi | 


th Mtrh Art 


&2 dg2 U ae 1 II 
a1+4g 4 Ag-t hg au A3+ Ag a : 
X? Kg? N Ver 1 
Ati; Aytiz Ay; 


Die erste der Gleichungen II stellt ein ungleich- 
axiges Ellipsoid, die zweite ein einschaliges Hyperboloid, 
die dritte ein zweischaliges Hyperboloid dar. Alle drei 
Oberflächen sind mit einander confocal,!) ihre Schnitt- 
curven sind Ourven grösster und kleinster Krümmung, 
dieselben schneiden sich rechtwinklig und bilden ein 
Systern orthogonaler und isothermer Curven. 


1) Jacobi, Dynamik. 
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Aus den Gleichungen II findet man folgendes System 
von Gleichungen: 
2 (a + 41) (a + A) (a, +43) 


l (ai — Ag) (ai — Q5) ; 


2 _ (a +4) (ag+ 4) (a2 + 43) ) LM 
(Qa9 — aı) (ag 45) Mu 
i 


2 (@3 + 41) (a3 + Ag) (a3 + 73) 


I = 


(a3 — a,) (a3 — a3) 

Die Gleichungen III werden nun, je nachdem ein A 
constant ist, und die anderen beiden in den ihnen ange- 
wiesenen Grenzen variieren, eine der drei confocalen 
Oberflächen darstellen. Die Gleichungen III stellen dar 
für: 


}), — const. ein ungleichaxiges Ellipsoid. 
), — const. ein einschaliges Hyperboloid. 
}, — const. ein zweischaliges Hyperboloid. 


Für den Ausdruck des Linienelementes auf einer 
der Oberflächen findet man folgende Form: 

1 Bor a (AN) ae 
4 (a -r ee (da 4 kn) (az —- /n) 
Ir 1 ( A,— A.) (Az 4.) 

4 (a, ER (a Fi) (a9 + 4,) (a3 + ,* 

). bedeutet das constante, A, und A, die beiden 
Veränderlichen 4. Geht man nun zur conformen Ab- 
bildung einer dieser drei Oberflächen über, so hat man 
für die Ausdrücke der Abbildungsgleichungen auf Seite 3: 


ds = 


Eee 1 A: J a) A 4.) er“ 
VAN aaa) a 


(Au J 2) (ze An 
(a +4,) (42-+4,) (+4) 


dp VG = 
N» ‘ 
Man findet sofort die beiden Multiplikatoren 


1 De 
Ma EN VREIRN V m 


mL 


Daraus folgt: 


a VE 
y. 1 —— dA, + Const. 
2 y@ +4) (42 + 4,,) (43 +4,,) 
INT, 


1 AL— 
Y = = T f 2 “ dA, - Const. 


Die untern Grenzen dieser Integrale werden durch 
die untern Grenzen der Intervalle, in welchen die 
Variabeln A liegen, bestimmt. Die Constanten sind ganz 
ohne Einfluss auf die Art der Abbildung, da sie nur 
die Lage des Coordinatensystems in der Ebene ändern. 
Man kann daher über die Constanten in beliebiger Weise 
verfügen. 

Es ist nicht überflüssig zu bemerken, dass die Aus- 
drücke unter den Integralzeichen in IV stets reell bleiben, 
welche Zahlenwerte von 1 bis 3 auch m, n, ce annehmen 
mögen, es dürfen selbstverständlich nie zwei der Indices 
einander gleich sein. 

Jede neue conforme Abbildung wird dadurch er- 
reicht, dass man setzt: 

= + = fU+HN = (2) E 

= 8—m = KUN = 
f und /, werden, falls & n reell sein sollen, conjugiert 
imaginär sein, im übrigen können es ganz beliebige 
Funktionen sein. 


Durch die Gleichungen V wird nämlich die Ebne 
der (U, V) conform auf die der (&, 7) übertragen. do’ 
sei das Linienelement in der Ebne der x, so ist: | 


do! Ur 02; do = dan 
und da manhat: 
dr KZIEZ, dla, 


so folgt: | 
do? — f(Zyf(Z)d24Z = FAN A)de 
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Damit ist bewiesen, dass die Ebne der Z conform 
auf der Ebne der x abgebildet ist: 


Setzt man: 
m’ 


Jan) 
und benutzt, dass do? — mds? war, so wird: 


= mM 


do’? —= m’ds? 


Man hat also eine neue Abbildung der Oberfläche 
auf der Ebne. Kennt man demnach eine Abbildung 
einer Oberfläche auf der Ebne, so kennt man gleich- 
zeitig unendlich viele. 


- 


III. 
Macht man in dem Integrale U die Substitutionen: 
Aut @ NE eig 
Ant  G—i ERRER 
ag (G+%) (42— 4ı) DHL At 
(@2-+ 4.) (a3 — a) ’ taz ’ 


wo für sinam, cosam, /am der Einfachheit wegen, 
sn, cn, dn geschrieben ist, so wird man erhalten: 


sna dna snaenadnak?sn?u du !) 
ee ee 
cn «a 1— k2sn?a sn? u 
Das zweite Glied rechts ist nach Jacobi die Nor- 
malform für das elliptische Integral dritter Gattung; es 
wird mit II(w,a) bezeichnet. 


IT(u,a) lässt sich durch die Jacobische © Funk- 
tion ausdrücken, nämlich: 


O (a) i 9 (u— a) 
9 (a) Hr 710 9(u-+ a) 

Bei der Ableitung des Ausdrucks für U ist still- 
schweigend vorausgesetzt, dass das elliptische Integral 


Ilua) u 


1) Jacobi. Crelle Journ. 59. 1861. 
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dritter Gattung zwischen den Grenzen % und 0 genom- 
men ist, denn nur in diesem Falle sind die angeführten 
Formeln für IT(w, a) richtig. | 

Sei nun w der kleinste Wert, den « auf der abzu- 
bildenden Oberfläche annehmen kann, so wird man 
erhalten: 


u 
ug — a0 dna IE cna dnak?sn?u du 


end 1 — k2sn?2a sn2u 


ena 1 — I2 sn2a sn?u 


sna dna f* cna dnak2sn2udu 
wir 

Da über die Constante beliebig verfügt werden 
kann, so sieht man, dass, falls auch o nicht der kleinste 
Wert von u ist, das Resultat für die Abbildungsgleichung 
dadurch nicht beeinflusst. wird. 

Multipliziert man die zweite der Gleichungen IV mit 
V--1 = 4,80 erhält man: 

a \ @ Var a 
Vote) (+) (in+a) 

Dieses Integral hat dieselbe Form, wie das Integral 
U, und da ganz dieselben Constanten vorkommen, wird 
man durch die Substitution: 

A, 10 Tu ,, 
a sn“v 
zu der Gleichung gelangen: 
ae 0 W+a) 
IP MU + Z.1og ee, 

V ist eine reelle Grösse, daher wird v‘ imaginär 
sein müssen. Sei eine reelle Grösse » bestimmt a 
v'’=iv so ist nach bekannter Relation: 


sn? (v,k‘) Bra 
— n ) 
en2(v, k) N, 


sn?’ (iv) = —- 


Für V hat man 


V=hut, armer 


Aus der Reihentwickelung für © (x) folgt: 


NTTad 


Olvta) =1-+2 Be —1)” q” cos 7 vi cos Tr 


a 


> (Nr g””sin x ve sin — 
l 
Setzt man: 

NTITV 

Bad) > 1)” 9”°e ERS de: = 
NITV 

Bra) -3en ge RU ne 

so wird: 


S und $S, haben nur die imaginäre Periode 2cK”. 


1 
Es ist von Vorteil hier gleich für die Ausdrücke 
von U und V neue Formen zu finden, die statt des 
Moduls % den Modul %, -- oder -; haben, da bei der 


Untersuchung der Abbildung in den speciellen Fällen 
diese neuen Ausdrücke für U und V gebraucht werden. 
Führt man die folgenden Bezeichnungen ein: «, = uk, 


& 
a nenb> aa, uk, —"uh. cab’, ala k» 


1 . 
7; = I, und dementsprechend die Grössen K,, K,',q, 4", 


10 


K,, K',, 05, 92, So findet man nach bekannten Transfor- 


mationsformeln.!) 


Modul # —= 


(+ 4.) (a — 4) 


(a) 


ve _ (ut 2)l—a) 
7 (a9+ I, (a — 4) A 


1 © % / 1 H,(ui-Hia,K 
U= hu-,log rn re inte) | ) 
a 
por joe rt) _ 1, ee | 
V—= ht u 5; log O(liv—a,k) —vh + 5,108 H,@-+ia,k‘) 
oder auch 
V—= vh'-+aretg = 
ei En+ljza 
pi > gr +n) an u PR 
—o© 
Re | (2n+1)ra 
N 2 Hzvi, mo ze 
TS No te 2E 
—o{ 
nm — (ar), ma. ,, an 
le En ma a 


hai, sn 


BEINE 
en? (ok) 


(424 4.) (43— a) 


Modulk,? = (034 7.) (a— a) 

U= ul SopSucbck) 

vn, Log Olertbch) 
ne 


— u,h', + „log 


(4,— a,) (aa+-4,,) 
(—a,)(@s-FA,,) 
(43— a)(@o+ A,) 

(4,— a) (@3+ 4.) 

(sa) (at) Ir 
Gz —_ a,)(d3+ 4.) Ban 


H,(ui+bi,k‘,) 
H,@ui—bi,k‘,)? 


ee 
ı > 


EEEPETRET N 1 H,(u—bi,k') 
= u co 2i 108 7,0, FB") j 
nn. 
in. 


1) Durege: Theorie der elliptischen Funktionen. (Aufl.3, 


S. 296, 9%, 297, 32— 94.) 
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a BC 

Dia Teer 
2 EN (424 2,,) (434 4.) 

sn“ (u,,k,) = (434 4,,) (44 4.) 


en) 2 (dat 4,) (434 4.) 
en?)  — (FA,)(rA,) 


(A9+ 7.) (a3— a) (9) ( A3-+4,) 
(21 + 4.)(@3— 4a)’ ‚5b; (43 — a5)(a,+ 4 35 = 


Modul 7,2 — 


ee 1 O,(iug-+ic,ks,) e . 1 1 9 (Us+c,k',) 
U= —ıuh,+ 510g Se a ne ESCHE ER 


KH 1, „9 —ic,ke) __ USERN) 
V= it Di ae, ko) Wa ct, \ 59 ie —c,k' 2)" 


ar, nm. — (ie, Rs) 
Gs—-d . 2 .OkEC, Ro). 


sn’(ic,k,) = — 


a: „H',(c,k's) En Be ci 
fe EHE Be Ne la 5K,K, 


: E (Ast In) (4 +4) 
ee) sat, 


; Ag +/,) (a +4) R 


ie 


Bevor zur Abbildung der einzelnen Oberflächen 
zweiter Ordnung geschritten wird, ist es notwendig, 
einiges über den Verlauf der Funktionen ©, ©, H, H,, 
T, T,, falls das Argument nur reelle Werte durchläuft, 
zu erwähnen. 

Es ist: 


co 
9%) = 1+2 > Lea eos Fi 
A 
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Daraus folgt: 


OA Zend > 10% ein E n 2, 


Q'xz = —2 >- 10% (2: cos z 2. 


Da: 0%) für reellen Wert von % ver- 
schwindet, so muss ©(x) entweder ganz im positiven 
oder ganz im negativen Gebiet verlaufen. Es ist aber 
z. B. ©(0) > 0, also muss für reelle x ©(z) ganz im 
positiven verlaufen. % — K wird einen Maximal-, 
x = 0 einen Minimalwert von ©(z) liefern. ©(z) ver- 
schwindet für 2 Werte von x, die im Intervall von 0 
bis 2K liegen. Sie seien w, und w,, so wird man für 
die Wendepunkte erhalten: 


ei, KW a 

Man hat ferner: 
9,9)=0(&-+K&K), 9,'@)= 0&+K&), 9, '@)= O'@=K&K). 

9,(z) verläuft demnach auch ganz im positiven 
Gebiet und hat für z=0 ein Maximum undz=Kein 
Minimum. Fürrz=w + K=w'unddse =w— K=w,/ 
erhält man die Wendepunkte der ©, Ourve. 

Für H hat man folgende Reihe: 


06) 
Hi Ya>ı — 1)” gt” sin 2n-+]1) ne 
0) 
Die Funktion H hat die reelle Periode AK. Man 
findet: 


j nn en (2n + 1)zr 
I.) — De 3-2 rag ee 


s Fr: an fen +12... On+1)z 
H'@)= —2ygq Si Ir (Sr 2) sin ae 3 
0 
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Demnach ist: 


ds 4 sach 
OR aa Va yanı...ur 


ein Minimalwert von F(z) und: 


A A 2 

H(K) = +21ya + Ve’ + Va®...} 
ein Maximalwert von H(x). FH(z) wird Null für = 0 
und z = 2K und endlich ist H(—?) = — HA). 

Da H,(z) definiert ist durch 
H,@% = H&-+ _K), so folst: 
H,'(@) = H'(x + K), OT — H(x + K). 

Demnächst ist: 

H,(2K) ein Minimalwert, 

H,(0) = H,(4K) ein Maximalwert von H, (x) 
A (2K)= HK), FHION =ZIHK). 

H, (2% wird® Nall; für Y2=>—= NK) und.ig 


BESTER 
Schliesslich verschwindet H' (x) fürx<=0 und z2=2K, 


während H, (2) verschwindet fürz = Kundz» = 3K. 
Für die Funktion 7 und ihre Differentialquotienten 


hat man folgende Ausdrücke: 
na td Ina Ina 
K' R 2K' IE 
m asze[? + e FR — ( ae = eu 


DR 
ta da Ina Ina 
a 7 2K' x). BD TE 5 zul 2K 2“) 
= — 5% inzel. +e 1 zn +e " 
n(. sta 3 Ina __ Ina 
2 2K (22): u 2K x) 
Vin, R are zen 
zZ — (572) ©0s5 IK +e am) re re % 


Daraus ersieht man, dass 7 die reelle Periode 4 X‘ 
hat und dass: 


BIT.0) ==, Dekrsa ll. 
Da 7'(0) für alle a negativ und 7’(2XK’) für alle 
a positiv, so wird allgemein: 
T(0,a) ein Maixmalwert. 
T(2K’,a) ein Minimalwert von T. 
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T'"' verschwindet für v = K’ und v = 3K'. Diese 
Werte liefern die Wendepunkte. 


Für die Funktion 7, und ihre Differentialquotienten 
hat man folgende Ausdrücke: 


(. ta =) Ita Ina 
2K‘ 2K . 3a ( 2K' a4 >*) 
4. Sn IK —e +9" sin az \e —e +... 
nl OR ITA dm 
en re) 
T, = 5m; nn e e N e > 


| 70 __Ta Ina _ Ina 
ER „12, wi 2K , 3K 3n\2 2. Sol aK ar 
1 (nl) re) 
Daraus ersieht man folgendes: 7, hat die reelle 
beriode 4X. 2 Wa IT Re 
Da ferner: 
TREUE) UN 
PUSKS EN 
so wird 7, (K’,a) ein Maximalwert 
T,(3K‘,a) ein Minimalwert von 7, 
sein. 7,” verschwindet für v» = 0, v = 2Rem is 
Werte die Wendepunkte von 7‘ liefern. 7 und 71 sind 
stetige Funktionen für reelle Werte der Variabeln v 


fürs nee ah 


Die Funktion z hat die Periode 2K". 

Für v = 0, v — 2K’ verschwindet fürn K' 
NE Er Ai 
ist mad für. 0 2% wid m. 
durchläuft alle positiven und negativen Werte, wenn » 
von O0 bis 2X’ variiert. 
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vr 
Abbildung des ungleichaxigen Ellipsoids.!) 
Für das Ellipsoid ist: 
A, constant, A,, A, variabel, 
und zwar 
—ao>hD—0,, —, > >—1;. 


Die Formeln für die conforme Abbildung sind 
dann folgende: 


Uhr nn log Su 


9u—a) 


V — ho + are tg un > 


er loseHı la). 7 ı Hielal Fr. LI Gm 
h a a Re el es IKK’? mh, 
also ist » positiv für O<a<K. 

2,, __ (data) (a3—aı) 2,, > a+%) (0,—43) 
ae - (Ag+-a3) (a,—a,) ? URN (gt a3) (a,—a,)’ 
demnach stets 0 < sn’u <|], 

sn?(v,k) _ __ (dstas) azunich) 
n2 (0,2) (A3+a3) (a9,—a;) 
Demnach stets 0 RN Be er Eio‘, 


Ferner ist: 


e _ (+4) (9a) gay (a3—a2) (aı+4) 
(@a3-+4,) (a3s—aı) (a3—a,) (a,+4) 


0<R<-+1 
Snzanze 49 Sat 
a+A, ER 
DE sn?a und en?a sind positiv. 
nee ——:<l | 
a3 4 = 


Für die Parameterdarstellung des ungleichaxigen 
#llipsoides wird man erhalten: 


1) Ernst Schering: conforme Abbildung des Ellipsoids 
(Preisschr. Göttingen 1858). Jacobi: Orelle Journ. 59. 1861, 
Hoppe: Mathem. Ann. Il. (504). 


16 


R — Va,—o, V(l—p’sn%) (pre 


par Pane pP 
Re = Via, IA), a,)Jene, 
Rz, = —p Yla+A,)(as —a,)snw. sn (v, AN), 
Rz, = Ylaz-+4,) (0a,—a,) en (v,K‘). 


u und v variieren zwischen 0 und 2K. 
Für folgende Werfecombinationen: 
We)  ) 
| uU —2a% USE rd 
erhält man die vier Nabelpunkte des Ellipsoides. Die 
Coordinaten dieser vier Punkte sind: 


a —+ ya 4— 41) +0, =H (@3-+41) a3 — Q3) 


d3— 4, d35—4] 
Den Werten uv=0, u = 2% entspricht A, = —o,, 
Den Werten v =, v = 2%‘ entspricht A, = — a,. 


Das Ähnlichkeitsverhältnis ist bei der Abbildung 


des Ellipsoides. 
Ge 1 
Ym— En 

Da für die vier Nabelpunkte m —= & wird, findet 
in diesen Punkten die Conformität der Abbildung nicht 
statt. Da Ym für alle andern Wertcombinationen von 
}g, A, endlich und stetig bleibt, so ist für jeden andern 
Punkt des Ellipsoides die Conformität der Abbildung 
vorhanden. | 

Es seien N‘, N,“, N‘, N,“ die vier Nabelpunkte, 
gezählt von dem Schnittpunkt A, des Ellipsoides mit der 
positiven z, Axe über den Schnittpunkt 5, mit der 
positiven x, Axe. (,, D, seien die Schnittpunkte des 
Ellipsoids mit der negativen x, Axe und der negativen 
x, Axe. E, sei schliesslich der Schnittpunkt mit der 
positiven x, Axe. -— Die Bilder der angeführten Punkte 
mögen den untern Index 2 haben. Für die Coordinaten 
der angegebenen Bildpunkte erhält man folgende Tabelle: 


; No‘ N No Ve A 5 B; ©; D, BE | 


DARTR 0 J2hKı2ARKIhRK | 0 |hK | 2AK| AK! 


WK'|WK 


5 Re 

2h’K2hK 2h’ K’ 
7 0 0 7 7 
| + | +a een 


Für die Abbildung der einen Hälfte des Ellinsoides 
kann man folgende Zeichnung entwerfen: 


Ny“ C% 


2ih'K'’-in Ng“ 
ih’K'-i; BE) 
RL, E, 2 
2 
IK 2RK 
No‘ As Nora 


Bezeichnet man mit D, den Nordpol, so wird D,, 
‚der Südpol sein. A, E, (, ist dann der halbe Äquator. 
Jedem Punkt der Ellipsoidfläche entspricht nun ein Punkt 
und nur ein Punkt im Innern des Rechtecks N,’ N,“ 
N,’ N,“ In den Eckpunkten findet keine Conformität 
statt. 

Den Curven grösster und kleinster Krümmung auf 
dem Ellipsoid, die gekennzeichnet werden durch 


1) W-—=  const. 21,0 =uconsti 
entsprechen im Bilde parallele Linien zur Axe der V, 
nämlich U = Const. und parallele Linien zur Axe der 


U, nämlich V = Const. Umgekehrt findet man, dass 
jedem Punkte innerhalb des erwähnten Rechtecks zwei 
Punkte auf dem Ellipsoid entsprechen, die auf ver- 
schiedenen Hälften symmetrisch zur trennenden Ebne 
liegen. Als Bild desEllipsoids kann man sich daher zwei 
üvereinander liegende Rechtecke N;‘, N,“, N,', N, 
denken. Eines derselben wird in D,D, aufgeschnitten 
b) 


ad 
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und die beiden Hälften um N,“ N,“ und N,‘'N,“ um- 
geklappt. Die Projektion, welche man hier erhallen N 
wird die Merkatorsche Projektion genannt. 


IL, 
Abbildung des einschaligen Hyperboloids.!) 
Beim einschaligen Hyperboloid ist: 
tn nd 
), und A, variabel und zwar 


sSe,he-as eh. 


Es wird: 
12 __ (43449) (aa—a1) ia (4%) (a3—49) 
 (a9+45) (a3—a,) ’ (A943) (a3—@y) 


Da nun %2 <_0, so folgt > +1. Man benutzt 
demnach die Abbildungsformeln für den Modul 1. 
Man hat hier, wo «‘, zunächst für «, gesetzt wird: 


(4,4 41) (@3+4p) 
(@a3 +41) (aa +43)’ 


sn’ (‘, ,) = 


woraus folgt: 

(A — As) (a9 — 43). 

(@3+4) (ag + 4) ’ 

also ist en? (w,‘, k,) < 0; während sn? (w,‘,k,)>-+1 ist. 
Führt man nun statt der Variabeln w‘,, die complex 
sein wird, eine neue reelle Variable u, ein, indem man 
setzt: 


Con 


ee le 
so wird: 
5 dn? (u, .%k 2 
en (u,‘, m) —._ n (u ) | ) 


k2 en? (u,k,) 


ki? 


kKı?en? (u, k,) 


en? (u‘,k,) = 


1) Hoppe, Mathem. Ann. II, pag. 504. 
9) Durege, 1. c. 8.29. 
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Also hat man: 
Kafas ua 
aut) lee 


hieraus folgt: 


)4) (dat) 
sn U, er ee. 


Ferner wird 
sn? (v,, kı‘) UA (@9+ 23) (a3+4,) 
on?) (ats) (at) ” 
Also wird v, reell sein. Benutzt man für U den Aus- 
druck mit dem Modul A,, so wird: 


1 fo 9luy+b,k) 2 H, (u—b) U— Fe Ger 


5 Olu,—b,kı) 5 4, (u) En 
Für V sei der en mit dem Modul A, ge- 
wählt, dann sind unter Fortlassung constanter Glieder 


bei U die Abbildungsformeln: “ 
SH 1 H, (u —b) 
Ol TE 


a a CR 
v—hv 49108, Li, ke)? 


V — h'v, + aretg _ = n 


3 + 4) (a + A) 
n? A (a3 er 1 A 9 
sn’, RER ETREER | 
2 _ (4 +43) (ı +%) 9, 
OT. (a a A | 
sn? (v1, kı‘) ee +«a 2 “ aa a) sn? ® 
u a a re = 1 


DER (dg ie 1) ” ES EN R 
A (@3 + 25) (a2 — a,)’ | 


RE N As) (ai + %) 42 
Ku (a3 +) (9 —a,)’ re 


sn b FEED) DZ TSn | 
dn?d — 32 0 <dn?b 
» ee) no<l1 
da — 4 
en?b — 2 ——2, ee! 
d3 — 4 


9* 
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Die Werte von sn? (v,, k,‘) und cn?(v,, %k,‘), welche 
man zur Aufstellung der Gleichung des EInScna 
Hyperboloids braucht, sind folgende: 

.n0:_ +9) (a4 %) 

ERADN = en <nw, Ay, 
na (83) (dar Ao) 4 
en’ (m, Ak) = Dee = ‚eo <enw,k)<L. 

Über die Intervalle, in denen «, und », variieren, 

lässt sich folgendes sagen: 


sn’w, geht von 0 bis Far ‚ da 
A) 
Ga +49 .. en2b X is end 
ee: ist und sn ( a 230 


so folgt, dass «,, falls A, von + w bis — a, variiert, 
von O0 bis (X, — b) oder von 0 bis — (K, — b) variiert. 
Aus den Gleichungen für sn? (v,, k,‘) und en? (w,, %,‘) 
ergiebt sich sofort, dass vo, von 0 bis X,‘ oder von K,’ 
bis 2X,‘ variiert, falls A, von — a, bis —o, geht. 

Die Parameterdarstellung des einschaligen Hyper- 
boloids wird durch Einführung der Variablen u und » 
folgende Form annehmen: 


NT ae 


Rz, Fe = Y- (a, an 1 = = a on a, dn (©; B) 
2, = 1% 4 gi : en sn(v,, k) 
Rh, = Vs+4 % CO ENIQ 
kı'2 sn2b BE day + /g 9 9 Ay 2 = 
ee k; mb 


v, wird hiebei von —(K,—b) bis + (K, — 5) und», 
von 0 bis 2X,‘ variieren. 

Das Ähnlichkeitsverhältnis bei der Abbildung des 
einschaligen Hyperboloids wird sein: 


= 1 
V Re re 
VYh—% 


2l 


Ym wird nie unendlich, da Aı nie gleich A, werden kann, 
Vm verschwindet für A, =», d.h. für u= + (K—.a), 
also für die Punkte des Hyperboloids, die im Unend- 
lichen liegen, ist die Ähnlichkeit unterbrochen. 

Bezeichnet man die Schnittpunkte der x,-Axe mit 
der Oberfläche des Hyperboloids mit A,, O,, die Schnitt- 
punkte der x,-Axe mit derselben Oberfläche mit B,, D,, 
so hat A, die Coordinaten: 


nl 
el) hi et 
= +VY,+h|)vy = 0 
Geht man auf der Schnittcurve von &, = 0 mit 


dem Hyperboloid nach + © und nach —», so wird 
v — 0 bleiben, dagegen v, von 0 bis —- (X, — b) und 
von 0 bis — (A, — b) variieren. 

Geht man von A, bis B, auf der Schnittcurve von 
%&, = 0 mit dem Hyperboloid, so bleibt «„ —= 0 und 
v, varüert von O bis A,‘.— B, hat die Coordinaten: 


a = 0 
2 Sn — N 
en a ee Re 


Geht man dann auf der Schnittcurve des Hyper- 
boloids mit der Ebne x, —=0 von B, bis zo, so bleibt 


tv, = K,‘, während uw, von 0 bis + (K,—b) variiert. 
Geht man schliesslich von D, bis €, auf der Schnitt- 
curve mit x, = 0, so bleibt v, = 0, während v,, von 
K,‘ bis 2X,‘ variiert. (/, hat die Coordinaten: 

Emerü 

a [“ za) 

2% = — Ya+1,jv = 2Kı 


Wenn man von C, auf der Schnittkurve des Hyper- 
boloids mit x, = 0 bis + ® fortschreitet, bleibt v, = 2K,‘, 
während «, wieder von 0 bis + (K,—b) variiert. 

Da H, (b-w) = H, (w—b) ist, so wird man 
aus dem Verlauf der H, Curve bestimmen können, dass: 
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H, (w—b : 3 
= er = von + 1 bis + oo wächst, 

wenn u, von 0 bis + (K,—b) variiert. 

A, (b—u,) 
| = A,(d-+u,) Sn 
Wenn hingegen u, von 0 bis — (K,—b) abnimmt, 
BE EC Ne DL : 

so fällt H, (u) von 1..-b18:0% 
H, (u, —b) 


2 nu 


T. (v,,b) bleibt positiv für v, von 0 bis 2K,‘; Tda- 
gegen ist positiv für v, von O0 bis Ä,‘, negativ für v, 
von’K,‘ bis 2X,‘ und os ist: | 
IB; 7 T, (0,6 
Ten Da © = 

Bezeichnet man die Bilder der Punkte A,. DB, C 
mit A,, Ba, C,, so haben diese die Coordinaten: | 


arctg 


[== 0 U = 0 o LU: Zn 0 
Az: Ir— 03 B; Ir— A: Ks GrZ 2h,' RK, +7 
Das Bild der einen Hälfte des einschaligen Hyper- 
boloids — (x, = ist die teilende Ebne) — wird in der 
Ebne in einem, von zwei Parallelen begrenzten und nach 
zwei Seiten ins Unendliche fortlaufenden Streifen abge- 
bildet. 
A+iV 


G\2ih K' Lin 


B, iNK+S 
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Auf demselben Streifen wird sich auch die andre 
Hälfte des Hyperboloids abbilden. Jedem Punkt des 
Hyperboloids wird nur ein Punkt in seinem Bilde ent- 
sprechen, umgekehrt werden jedem Bildpunkt zwei Punkte 
auf dem Hyperboloide entsprechen. Den Streifen kann 
man also auch als Doppelstreifen auffassen, den man 
längs der Parallelen zur UAxe durch D, sich aufge- 
schnitten denkt. Die Krümmungs-Curven werden im 
Bilde wieder durch den Coordinatenaxen parallele Linien 
dargestellt. 

Es wäre interessant zu erfahren, wie die Geraden 
auf dem Hyperboloid sich in der Ebne abbilden. Die 
Aufgabe, das Bild einer beliebigen Curve, welche in der 
Oberfläche liest und durch die Gleichung f(w, v) — 0 
gegeben ist, in der Ebne zu finden, wird darauf hinaus- 
gehen aus /(wv)=-0, U=F(, VY=K# (u) u undv 
zu eliminieren, oder U und V als Funktionen ein und 
desselben Parameters darzustellen. Allgemein werden 
der Lösung dieser Aufgabe sich grosse Schwierigkeiten 
in den Weg stellen. 


Bilde eine Gerade des Hyperboloids mit den Co- 
ordinatenaxen. Die Richtungscosinusse «&,, &, «, und 
sei ds das Linienelement auf jener Geraden, so ist 
dir, dag dag . 
+6,,% = %S+G; 6, € sind die Coordinaten des 
Punktes, in dem die Gerade die Ebne x, —0 schneidet. 
Bemerkt man noch dazu, dass, wenn ,, 9, 9, die 
Richtungswinkel der Normale in einem Punkte des 
Hyperboloids sind, die Relationen stattfinden: | 


cos p, = sn, - dn(v,,k,'), cosy, —dnu, sn(w,, kN), 
csg,—=cnu en(v,,ÄK,'). 


Setzt man N—=ya,-+4, : R, so gehen die Gleichun- 
gen auf S. 20 über in: 
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Nas = — (a+4,)cosg: , 

N (os s+6,) = (a,+4,)c0s , 

N S+G) - (0, R)ca . 
Aus diesen Gleichungen eliminiert man N und führt nach- 
träglich wieder « und » ein, und erhält als Gleichung 
der Geraden auf dem Hyperboloid: 


snv, - dnz, —g. cnu, - en», — Csnu, dav = 0, 
wobei ist. 
0 Ay4t4g Ge 1 ats f ee 
‚ — le 4, — 20, N: 
63 Aytk tr\ ° Ge! 


In dem Falle, dass die Gerade durch den Schnitt- 
punkt des Hyperboloids mit der positiven x, Axe geht, 


wird co, =0, also g = Wunde = ea z — 
1 

dot}. 

ats 
Für diese Gerade erhält man folgende Gleichung: 
BD.Ug En 9 sk S 
He ne daraus: 

PA re RE 

9 at sn? (v, kı‘) 

a dn? (v,, k,‘) + kı?sn? (m, Kı) 
1—2%,'2 sn? (v, , kı‘) 

2 nd 1 | 
NT I0o,h) Fhren2o,,)” 
rn, en (0, kr‘) ee 
dv, -"Yldn2w, , kı‘) + kı?sn (w,,Kk,)) (1--2 kı'2sn 20,,6)) 
Daraus folgt durch Vertauschung von «, mit v, und Äk, 
mit M*. 
dv, na en“, 
du, Y(dn?u, +k,”sn’un) (1—2A,”’sn’u,) 


. bleibt endlich, stetig und positiv für <vu, <ÄK,' 


i $ 1 : 
mit Ausnahme für sn’v, — 5,5: Diesem Wert von v, 
tv] x B 


entspricht (falls auch RE = 5) kein reeller Wert von z.. 


Demnach wird «, mit v, beständig wachsen. Andrerseits 
findet man aus: 
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sn (v,,&ı‘) sn u, 
dn (v,,K‘) »douw, 


für den grössten Wert von «, zur Bestimmung des 
grössten Wertes von v®,, der w heissen möge: 
ya 

ln Aka 1+en?b 
v, also immer kleiner als X,‘ v, wird allerdings noch 
variieren können von 2X,—w bis 2XK,,; das käme bei 
der Geraden durch den andern Schnittpunkt der x, Axe 
in Betracht. — Durch jeden Schnittpunkt des Hyperbo- 
loids mit der x, Axe gehen 2 Gerade; diesen sind paral- 
lel die Asymptoten der Schnitthyperbel mit der Ebne 
4. U: 


Da man leicht findet. 


dU=ym YE du, = h‘®snb du, 


cnddn5b . P 
TER, Re SAN end sub dv 
di=ym ya u; Q 
P=1-— an: 18 


0. ==1,— dn?d sn’, ,%,‘), 
so hat man: | 


dV mM? Pd 
dER ®.: k2en’5.Q. dis : 


— K—.b, also im Unendlichen 


daV 
dU 
der U Axe; sonst ist ar - überall stetig, endlich und posi- 
tiv für die Intervalle, in denen die Variablen variieren 


dürfen. 


Die Bilder der Geraden sind in der Figur S. 22 
angedeutet. 
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YIIR 
Abbildung des zweischaligen Hyperboloids.?) 


Hiebei ist: 
),; —= const. — a, > 4, > —a; 
| — 4, >, >—% 
o> >-—a, 
Bei dieser Abbildung sind die Formeln mit den 
Moduln k,, k,‘ zu benutzen. 


}4, 4, variabel in den Intervallen 


a (a3 —-4,) (a9+4s5) BR (0,0) 00) 
2 (a—a) (mA)?  * (d3,—4a;) (4-45) ’ 


woraus folgt, dass: O<k?<1. 


Die Constante, für welche vorläufig c’ geschrieben 
sei, wird bestimmt durch: 


} a4: 

sn? (dc', k,) — 2, also 
; di. 4 As 

cn? (ic, Rh) = =—. 


Da sowohl sn? (ee, k,) als cn? (c‘, k,) positiv und 
kleiner als 1 sind, so folgt, dass ic‘ eine reelle Grösse 
ist. Man führe die reelle Grösse c ein durch die Relation 
= '— ic" und Nadet dann; 


n2 at Aa 


EN Be 


Für A, und A,‘ erhält man: 
2.0 (c, ko) sec »H,.(i6; Ko) 


h ‘ = l Fa EVEN RENTE? nn ORTS . . 
Ol, ho)’ ? N IRE Rs lie 


I, 


Ferner findet man aus: 
a) (dit) 
(a,+4) (ag+4,) | worin wu,‘ 
MEN LE steht 
RER A 
dass sn? (We,';,) > +1, en? (u, 5) 1. 


sn? (dug‘, hy) — 


1) Hoppe: Mathem. Ann. II (504). 
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Macht man ähnlich, wie vorher, die Substitution: 


wm = —wWH+R,-+tK,', 

so wird wieder: 
k,'? (a,4+4,) (a, +43) 
dn?w, RN N (dat) (ats 


(h-4) (9—a) ° 
und daraus folgt: 
(a;-+4,) (a, +45) 
7% (A, —)s) (a;—a,) 
Man sieht ferner aus: 


2 an 
sn’ u, = 


Bf IN ENE (43-443) (+45) 
Sr a ee ans 


Bez PER (a}-+4,) (a.+4;) 
cn (it, ’ k,‘) Er (a—),) (a,—a,)’ 
dass sowohl sn? (v,, Aa‘) als auch en?(ev,, Ay‘) positiv 
und kleiner als 1 sind; demnach wird zw,‘ reell sein. 
Man führt die reelle Variable v, durch die Relation 
Div, ein. 


Für U benutzt man den Ausdruck mit dem Modul 


kg, während man für V den mit dem Modul A,‘ benutzen 
wird. Man findet dann: 


1 lm tie, kb) 1 A (use, k,) i 
ET re TEE aa 
1 9). 4 9, (v3 tie, hy‘) 
N Eee 
Man hat nun: 
1 9 (tie, ka‘) i T, 
De at 
wobei Z, und & durch folgende Reihen definiert sind: 
ER EG 
ur BIAG cos I e Kr, 
4 o Ne 


T= 
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Führt man die Ausdrücke unter dem Summen- 
zeichen aus und setzt: 


Ne. ne 


ITE SITE 
TiVg 4. K 4 Ky' Int [263 Be 
te (. 2 1e Tas re 
2 2. 


76, TE 20:22 2008 
Ki N Kr... 2m%; 
ae an Gi (. en 
2 


so hat T für», = 0 ein Maximum, für 0 — &,' ein 
Minimum und wird für keinen reellen Wert von v, ver- 
schwinden. % bleibt also immer positiv. 

2, wird Null für ,— 0 und %5 Webleibt 
positiv für, 0 hs, — = und wird für einen Wert 
von 295: 0 <v, <K,' ein Maximum annehmen. Von 
% = K' bis y = 2K;% bleibt T, negativ und es ist 
ER) —R. 

Für einen Wert von 72: Ka’ <v,' <2Ka‘ wird 
ein Minimum annehmen. 3 sowie Z, haben De die 


Periode 2a‘. Es folgt nun, dass der Ausdruck Zi = fur 


reelle 23 nie unendlich wird, für = 0 und ee ee 
verschwindet, und falls v,in dem Intervall 0 < 72 < R3‘ 
variiert, stets positiv bleibt. 

Man hat für die Abbildung des zweischaligen 
Hyperboloids folgendes System von Gleichungen: 


Ü-- Nu, log Sue 


H (us—c) 
V= —h,r, — arctg 5 
sn’ u, = — ns e ; Dame 
cn? u, — et, een ts —E 
sn? (v,,k,) = — en, 0. sn et 


; 4 h, 1) (As 2 
ar enlein  o< 
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.2 _ kt) la) k 
23 (+) (a, —a,) ni > = 


&-t/.)(a,—a 
ie N + Et 2 ) Ä 0 else Pal id; 
(a, +45) (d3 — Q,) 
Aid, 
sne -— en 
ER 
Ener Grh ; 
A 
dn’c —= Gr ei 
(43 — Co 
(le . HH’, (ic,kr‘ 
Rh, = — ee Du ok) 
0) (E) A, (? C,kg ) 


ai | (2n+N)ae —(2n+1)r 27 
,WHN (In) IR, IR, 
el 


IR," er 


0 


4 u -—-. 
Ma 


0.6) . 

Sr n’-—+n SR (Z2n+1)rzie 
2 IR, 

0 

h, wird positiv, h,‘ dagegen negativ sein für ein c 

zwischen O0 und K. 


Wenn A, von © bis —a, variiert, so durchläuft 


» a4 f 
sn’ a, die Werte von a bis Iratineabernen: co, = 
BET EOT 
ut) . ; F : 5 
1 ist, so wird die Variable «, die Werte von c 
3 ı 


bis A, durchlaufen. Die zweite Variable v, durchläuft 
die Werte von X‘, bis 0, falls A, von —a, bis — a, 
variiert. Durch Einführung der Variabeln «, und %, 
erhält die Parameterdarstellung des zweischaligen Hyper- 
boloids folgende Form: 


R = Yl(en?e— en? w,) (hy? en?e + kg? en? (v,, ky‘)) 


ee) 
S 
\ 


V—-(a-+A,) snednc- cn u, cn (va, ka‘) 


Ra, = = er) k,enc-snc-dn,- sn(v,, %,‘) 


eg Vaztr, ene.dne sn% .dn (%,%,’) 
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Die Variable «a liegt hierbei im Intervall 
+e<w<RKR odr -—_c>w>—R.. 
Die Variable vo, hat das Intervall 
0, a 
Das Ähnlichkeitsverhältnis bei der Abbildung des 
zweischaligen Hyperboloids wird sein: Ss 
1 ee 


ee 
m wird unendlich, falls A, = 4,, und dieses tritt ein, falls 
DV ei: 
= = —a, und demnach vw = + a: 


wird. Diesen Werten entsprechen vier Punkte auf dem 
Hyperboloid, welche die vier Nabelpunkte sind. ‘ Die 
Coordinaten dieser vier Punkte N,', M', MN,“ 
werden sein: 


(Ast) (a, —Q | 
Eur + 1) Be Er Do’ %, ul — 8 li | 


(9,5) 


= = nn 43, — a u u er Ya A: 


a Axe der «, schneide das Hyperboloid in den 
Punkten A, (in der positiven) und D, (in der negativen 
Richtung). — A,, B, haben die Coordinaten: 


0 Die entsprechenden Werte sind: 
ee Use 
re Ey +2, Bor r 0 
Von A, oder B, gehe man auf der Schnitteurve des ns 
Hyperboloids mit der Ebne «, —= 0 bis N,’ oder N,‘“, nr 
. dann bleibt auf diesem Wege «, = + K,, v, variiert 


wi 
un = a u A 


sl 


von O0 bis X,‘. Den Punkten X,‘, N,‘ entsprechen die 
Wertepaare: 
ERW = Re" 
Geht man auf derselben Schnitteurve von A, oder 5, 
nach N,‘ oder N,“ so bleibt «, constant = I.K,, % 
variiert von 0 bis —K,’; den Punkten N,“, N,‘ ent- 
sprechen die Wertepaare: 
Geh sy einst, 

Schreitet man auf derselben Schniticurve von N,‘ oder 
N,“' bis ins Unendliche fort, so variiert «, von KR, 
bis ce, während ®, constant = +K,‘ bleibt. Beim 
Wege von N,‘ oder N,‘ bis in die Unendlichkeit va- 
riiert %, von + X, bis ce, während v, constant = —K,’ 
bleibt. 

Verfolegt man die Schnitteurve des Hyperboloids 
mit der Ebne x, = 0 von A, oder B, bis + oo oder 
— %, und zwar auf der Seite, auf welcher die positive 


x, Aehse liegt, so bleibt »v, constant = (0, während , 
von £K, bis &c variiert. Da nun: 
H(+R,+06) 
oO’ —— —— 
log Ba Ko) 0 und 
2 H (ua rc : 
lim - log a N I ist, 
ET H (ug — e) 


so wird U von +, K, bis © variieren, falls «, die 
Werte von + X bis te durchläuft. 


Dagegen variiert V von O0 bis +h,'K,’, wenn %, 
die Werte von 0 bis + X,’ durchläuft. Sind A,, B,, 
DEN ZEN IE, die Bildpunkte® von 4Aj,:B,, NM‘, 
N‘, N,, N,“ so haben erstere folgende Coordinaten: 
ve +h,R,, U=—h,K, , N U=-+h,K, 
E00: 7-0 Bau nn, 
N“ ER N, re N, U=—h,R, 
et K,/, Wen eRk V=-+h,'K,' 


) 
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Das Bild einer durch die Ebne % = 0 abgetrenn- 
ten Hälfte des zweischaligen Hyperboloids wird MOBOIBE 
foleendes Aussehen haben: 


A--:;V 
N, dad N,‘ 
=D B, 0 A, +U 
= —— re a mn aa — 
N N,% 
4% 


Von den beiden Streifen, die begrenzt sind durch 
N,'A, N‘, Na‘' B, N,‘ und durch zwei Parallele zur 
UAxe, und welche sich rechts und links von der VAxe 
bis + und — ausdehnen, bildet jeder eine halbe 
Schale des zweischaligen Hyperboleids ab. 

Die zweite Hälfte des Hyperboloids bildet sich auf 
derselben Figur in der Ebne ab. Aufgeschnitten kann 
man sich das Bild längs der UAxe denken. 

Die Hauptaufgabe der vorliegenden Arbeit wird es 
nun sein, die Abbildung sämtlicher andern Flächen 
zweiter Ordnung aus den bisher gefundenen Abbildungs- 
formeln durch Grenzübergänge zu bestimmen, 


IX. 


Abbildung von Rotationsflächen zweiten Grades. 
Wenn man in den Gleichungen, deren allgemeine 
Form ist: 
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je zwei der constanten Grössen a,, a,, a, einander gleich 
setzt, so wird man zu Rotationsflächen gelangen. 

KrRai a, a; 

Die Gleichung mit 4, wird zur Gleichung eines 
abgeplatteten Rotationsellipsoids, die Gleichung mit A, zu 
der eines- einschaligen Rotationshyperboloids, deren Axe 
die &, Axe wird; in der Gleichung mit A, wird A, für 


den Fall a, = a, in unendlich nahe liegende Grenzen 
eingeschlossen. | 
Man setze 01, — a, = e?, so ist 
}, = —- (a, -+ E? cos? 9,).!) 
Man erhält dann 
nn 2er U 
Di Ca cos? 9, Hr = eoosh Ba Fein? a, Ei 


Im Grenzfall &® = 0 geht diese Gleichung über in: 
(3 tg 9) +89) = 0 
Sie zerfällt also in zwei Gleichungen, von denen jede 
eine Ebne darstellt, welche durch die x, Axe geht, und 
deren Schnittkanten mit der Ebne x, = 0 mit der posi- 
tiven x, Axe den Winkel 4, bilden. 
Man erhält folgendes System von Gleichungen: 


a 
4 +4 u 
2 RER BT ÄLR KALB, I. 
RS 2 er 2% +4; RE h- 
a +4 A344 
Dei 2 2 Q, 
en 1°% 
2 _ (+4) (14%) | 
MET GE FRE TESTEN ETAGE 
a,—4; 
As+4,) (d3+4; 
I (Gt) (tr) ong2 NV 3 u SP A II. 
Ad; - 4 
3 4ı 
a (as+4) (a5;+%) sin? 9 
‚ d;—4, L 


$, liegt zwischen O0 und 2x. 


1) Jacobi, Dynamik. 
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22:Der: Fall: = 2: 
Durch die Substitution 
,= a +Eo?IM), Et = my —a 


kommt man zu den Gleichungen: 


a U,” a T | 
’ ) 


+4 - Az-thı 


+20,” Ru 
u en nen | 


von denen die erste ein längliches Rotationsellipsoid, 
die dritte ein zweischaliges Be dar- 
“ stellt. Die Rotationsaxe ist die x, Axe. 

Für 2,?,.°, %,° hat man lea Ausdrücke: 


2 = (tr) (the) 09294 | 


Q,743 
= aha sn I 0 LY. 
er (@s+4,) (03445) | 
ur d;—4, 


Die Bedeutung der Variablen 9° ergiebt sich ähn- 
lich, wie bei dem Falle 1. 


x. 


Die Formeln für die conforme Abbildung der be- 
sprochenen Rotationsflächen werden sich durch Grenz- 
übergänge aus den Formeln für die Abbildung der drei 
allgemeinen confocalen Oberflächen ergeben. 

1. Falls nun a, = a,, so wird unter Benutzung 
der Formel I p. 10. 


m 3 = ne woraus folgt: 


et um.gı = sb 


lim K"— lm... 


> I 
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lim sn®a —= 1 und lim sn’« — 1, woraus folgt: 
ma as sa „=. 00 1m N 7,00 

Für « ist der angegebene Grenzwert nur dann 
richtig, falls A, nicht zwischen — a, und — a, liegt. 
In den für die Abbildung der vier Rotationsflächen hier 
zu behandelnden Fällen wird A, weder = 4,,. falls 
@; = Qs, noch andrerseits A„ = A, falls , = a. 

Man wird ferner finden, dass die Variable A, bei 
der Lösung der vorliegenden Abbildungsaufgabe ent- 


weder den Wert }, annimmt (falls a, = as) oder die 
Werte A,, A, (falls a, = a,). 
Man findet: 
BEIGE Ya ıa 9 ar. 
lim MEET wies, kai: 


Da die Constante X im Grenzfalle unendlich wird, 
so wird man zu den weitern Grenzübergängen die For- 
meln mit dem Modul X’ benutzen. Es wird ferner not- 
wendig sein, eine andıe Variable statt « und eine andre 
Constante statt a einzuführen, die im Grenzfalle nicht 
unendlich werden. Man erreicht dies durch die Sub- 
stitution 


a=—c+KäK a 
woraus folgt: 
u=—uw-+KäK)' = 
ee 
eine N. 
»,.g und weiter: 
sn? u Ei cn | 
dn’w, 
Are As+4 ea 
EEE ı) ( AR, le (Az ER 
(0,—a,) (A,—4,,) PARIEyR 
Führt man die Werte w und ce ein, so erhält man: 
Lo H, (—iw—ic+2iK, k‘) BIS, 23 H, (ui-Hia, k‘) 
9 057 u, (wie, k) 28 Alm—ia, #)' 
1 1 rw nC 1 H, (tw -tic, %*) 
us VB or Dar. dar 
9 (ai, k‘) 
es AU 
"= —dlog — 7, 


3*+ 
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Es wird: | 
| ee | 
Olat,k‘) = O(—ic-+iK,k)—=— ie H (ie, %k) 


Unter Fortlassung der Constanten erhält U folgen- 


den Wert: 
Be: ii iklyi. 91 H; (iw-+ie, k‘) 
Van H (ic, k) | 3 log 7 H, ((w—ie, k‘) 


Es ıst nun: 


> Wtn (n +) kw-tie)r. 
> cos 3 
H,(iw-+iec, k‘) 1) 
Eu ) 


FH, (iw—ie, K‘) = Dat, , ent) (w—ie) 
4 2K' 


) 

Sg" oos (Zn +1) icn (n+1)x (—1)* 
Ö 
(0 6) 


2K‘ IR 
h Her) 
He, 5) 


n2+n , (2 1% nn 
y in ( ea eh 
0 
Im Grenzfalle a, —a, ernält man: 
... w4te — W—C 
ji H, wie, k) cos(wtic) e + e 
H,(w—iec,k') cos(iw—ic) w-c —wHte 
e + e 


==6 


lim ne En =— teotglfe) = 


C 
NO 
C EEG 
HE 
Da aber w und ce ihrer ursprünglichen Bedeutung 
nach elliptische Integrale erster Gattung sind, so hat man 
. für w und e folgende Ausdrücke: 


[42] 


a sin?o’ = feat sin? y 
0 


Im Grenzfall a, —a,, also Ei 1, erhält man: 


w=logtg +3) ‚e=logtg (+2) 


Man hat demnach 


WC —W—C 
e +e 1 1 Al Heim y ein o 
w—c  —uw+te 1-sinysino’ 
e e 

c ee of 7 Y 

rt „elir) 

e+te er +5 nkasck 1 en 

Ce —( kr / TE Ze7 sin ; 

e— e te: 4 +2) En cos + y) n 


Es wird jetzt 
7T [42] 
log te(% Ra a) 


sin y 


SF &8 168 1+siny sino 
2 1— sinysino 


Diele EX 


Führt man in den Ausdruck: 
H, e—ia, TE“ £ 
a a ee rt G Es | 
ee statt a die Grösse —c + K ein, so erhält 
man: 
TTV 
3X bie k) 


H, (w-+ie-iK,k) 
n ER le—rv, k*) 


H, kc—_t—iK,k) 


0.0) p) 3 
& Zn (v--ie) 
eier 2 > g’ cos Fra 
RK’ 7 
e 


e 


ae, = „m Inn (ic—r) 
+ >a CE 
1 


Im; Grenzfall? wird lim g’— 0, lm X — n; 


demnach: 
1 H,w—ia, k)  . 
lım Pr log H, (efia, %%) = lım v, 
und da 
lim A = — lim’o + 2 so folgt: 


siny 


mp zary (ee 


siny 


da limv — (6) wird, weil: 


L 


Br. 
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Bun. 
ER YI—ı?sin ?y 
0 | 
in? 20, Kr 29 : 
a &KE) _ 08 91 und lim —0. 
cos" en? (v, k‘) sin’ d, 


Man hat nun folgende Gleichungen für die Abbil- 
dung: 


7T [40] 
N logtg Era, aA 1+siny sino 


siny + D [08 I—siny sino’ 
TU 
= 
Pre ) 
sin y 
a a un sin?y— 
Tears Re 


I. Beim abgeplatteten Rotationsellipsoid wird nun: !) 
A, hy, h—h; 
so dass man erhält: 
 (a+a,) (a3+4,) As— 41 
ee 
Die geometrische Bedeutung von w folgt aus der 


Gleichung des abgeplatteten Rotationsellipsoids (Sphä- 
roids) 


sin? w == 


a 
a, a 4 Ati l. 


Setzt man: 
= ECO a ae 
und nennt d den Winkel, den die Normale mit der 


Horizontalebne x, = 0 bildet (d — Breite des Ortes), 
so findet man: 


1) Jacobi, Crelle Journ. 59. 1861. 
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Durch Einführung der Werte für x, x (S. 33): 


Ian = an, woraus sich ergiebt: 
1 1! 3 "2 

(+4) (d43;+4,) 

(h—4) (a, —4;) $ 


sin? f) em! 


Demnach ist die Breite d identisch mit dem 
Winkel w. Der Bedeutung zu Folge, weiche der Win- 


kel 9, hatte, kann man Ola 3, als geographische Länge 


auf dem Sphäroid betrachten, und als 0! Meridian den- 
jenigen nehmen, welcher in der Ebne 2, — 0 liegt. 


Diese Bestimmungen festgehalten, mag nun 3 für 
eh gesetzt werden. 

Die Parameterdarstellung des Sphäroids durch die 
beiden Variabeln ö und 9 erhält folgende Gestalt: 


R=Y1l-— sin?ysin?d 
Rx, = Ya, -+ A, cosysin d 
Rz, = Ya,-+ 1, cosd sind 
Rx; = Va,-+ 1, cos dcos I 


wobei dann 9 von 0 bis 2 und d von — bis 
stetig variieren können. Jedem Wertepaar von d, 43 
entspricht ein Punkt auf dem Sphäroid. 


Für das Ähnlichkeitsverhältnis bei der conformen 
Abbildung des Sphäroids erhält man 


Ym Rat l re yı — sin? y sin’o 
Va % Li Ya,— a, cos 
. . > TT 
m wird unendlich fr ,=—avcero=+,; 


d.h. für die Punkte des Sphäroids, in denen es von der 
x, Axe geschnitten wird (die beiden Pole), für alle 
andern Werte von }, (wo) ist m endlich und stetig und 
wird nie Null. 
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Aus den Abbildungsgleichungen: 


(24) 
Ye oe (7 +5 \ 17, 1 + siny sind 
Sa sin y N 1— siny sind? 
et 
iz sin y 


folgt, dass sich jeder Octant des Sphäroids in der Ebne 
als ein Streifen abbildet, der von zwei der XAxe 
parallelen Linien und einem Stück der YAxe von der 


Länge begrenzt wird, und der sich bs +% 


2 siny | 
oder — © fortsetzt. 


Das Bild des Späroids wird etwa folgendes sein: 


ee 
Ge rer 
nn > 
are — 
— B- 72 
we =. 7° rn Br 


Die Linie ABCDA stellt die Schnitteurve des 

_ Sphäroids mit der Ebne x, — 0 dar (Äquator), die 
Parallelen zur X Axe sind Bilder der Meridiane in den 

Ebnen %, —-.0 und x, — 0, sie schneiden sieh in der 

Unendlichkeit in den beiden Polbildern. An diesen 

Stellen ist die Ähnlichkeit unterbrochen. Das Bild ist 

so zu verstehen, dass ein Doppelstreifen P,AOP, in AP, 

aufgeschnitten und um OP, umgeklappt wird. Die 
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Parallelkreise werden als Parallelen zur YAxe, die 
Meridiankreise als Parallelen zur X Axe dargestellt.) 


II. Beim einschaligen Rotationshyperboloid wird 
Messer Sees Nndscaler: 


sin’y — — 


er BB pe, 


Führt man aus diesem Grunde den Winkel % ein, 
indem man setzt: 


H Ay—4ı, 
FU BT Ge EN er re 
sin? £ Ay), ’ 


so erhält man für die Abbildungsgleichungen des ein- 
schaligen Rotationshyperboloids: 


: 2 1 sin # + sino 
X = sin ß .-.lort “= Ze 2) Ar ae 
x i log 18 Par) 8 log sin 8? — sin» ’ 


Yz=esn B:, (5 — 9) 


a ran ar Der grösste Wert, den 
sın“ ——— < ) 
(a,—aı ) (A, —/5) . 
. sin o annehmen kann, 


u ee | ist sin ß. 


(a—a,) hu—h,) 

Führt man wieder die geographische Breite d ein, - 
d. h. den Winkel, welchen die Normale an der Öber- 
fläche des Hyperboloids mit der Ebne x, = 0 macht, 
so findet man aus der Gleichung des Rotationshyper- 
boloids: 


TER 


1) Zur Litteratur für die Abbildung des Sphäroids vergl. 
Zöppritz, Kartenentwurfslehre. Leipzig 1884,p.29. Ausserdem 
Dienger, Abbildung krummer Oberfl. und Anwenduug auf 
die höhere Geodäsie. Braunschweig 1858. — Wittstein, 
Über conforme Kartenprojektion. Astron. Nachr. Nr. 1704, 
p. 369. — A. Grunert, Über conforme Kartenprojektion. 
Grunerts Arch. L. 1869, p. 176. — Faye, Cours d’astronomie 
(cartes par projection). 
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wenn man setzt: x,° = x? cos? 9, x,” = x?sin?9, ähnlich 
wie vorher: 


ER EER die Et (d4ı+41) (@3+4,) 
Ir (2) ir (UF) (4%) ’ 
also d = w. Auf gleiche Weise sei auch wieder für 


we — 9, einfach 93 gesetzt. 


Die Parameterdarstellung des einschaligen Rotations- 
hyperboloids ist: 


R = Ysin? $ — sin? d 


Rx = Y—(a+4,) cos ® - cosd 
Rx, = Va,-+A, - sin : cosd - sind 
Rx, = Ya,+R, sin ß » cosd . cosY 


Jedem Wertepaar d, $ entspricht ein Punkt auf 
dem Hyperboloid, wobei dö von + bis —P und 4% 
von 0 bis 27r stetig variieren. Für das Ähnlichkeits- 
verhältnis hat man: 


Ym DS 1 ne a sin2 8 — sin2Ö 
Vazt+ı, Vas—a, .sinß 080 


m verschwindet für 4, — ©, wobei die Ähnlichkeit unter- 
brochen wird. Sonst ist m überall endlich und stetig 
und wird nicht Null. 


Aus den Abbildungsgleichungen 
X —sinß logtg (4 ER , = > log en 


2 sin # — sind 


Feresnday, 


wird man für das einschalige Rotationshyperboloıd etwa 
folgendes Bild erhalten: 


43 
A+iY 


2 ze sin ß 


3r 
2 
zcsinß 


sin? 


a 8 RE 


Sage 


1 D 3 
5 sınp 


+ X 


na 


| 
| 
0 
| 


Die Strecke ABCDA auf der YAxe stellt die 
Schnitteurve des Hyperboloids mit der Ebne x, —0 dar. 
Die XAxe und die durch B,C,D,A zu ihr parallel 
gehenden Geraden sind die Bilder der Schnitteurven des 
Hyperboloids mit den Ebnen x, — 0, x, —0. Jeder der 
8 Streifen, von denen 4 bis + » und 4 bis — o fort- 
laufen, stellt einen Octanten dar. Das ganze Bild kann 
man sich auch so vorstellen, dass die oberen beiden 
Streifen um die Gerade durch © herum geklappt sind, 
so dass das obere A mit dem unteren A sich deckt. 
Die Ähnlichkeit ist nur in der Unendlichkeit unter- 
brochen. 

2. Falls «, = a, wird, ist (vgl. 1, p. 10): 


lim 2 = 0,JIm k —.— ‚Img = 6, 


) 
une elalimsh imeass- 
h et: 4+4, 
HRRSTL ip 
Umssn a. — Sin; fallen 3539: 
lim nu =», alla Au A, 
im n’o,k) = —o, falls, = 
lim er ja — — sin’, falls A, = % 


a Rn 
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Hier wird man zur Abbildung des länglichen Ro- 
tationsellipsoids gelangen. Zu den Grenzübergängen 
benutze man die Formeln mit dem Modul X. | 


Es wird 
GUTE): ns 
lim Be —\1, weil img 
Also: 
lim» U: = Im R%: 
Da im X = Sb ümge u 
in we 
cos (lim a) 
& 
da 
a. Er Faro ee) 
F 1- A2sin?a 
0 
demnach lim «a —= «a, also auch 
; Bun era ee 
Rm-sm=% =erisin a 
Ferner ist 
uz af er . )) 
y1-42sin?p 
0 
also lim u. = p = 9, weil lim sn?u = sin’9% Es 
folgt also 
Iinal iA er 
i v,k' i : A 
Da lim 2% ) = osoitime slim 
en (v, k‘) | ; 
Man muss also die Substitution machen: 
v= —w+ä 
und erhält dann: 
1 Nor) da 1 H (iw—a) 
a ae 


n n2+n _._ (2n+1) (iw—a) r 
(—1) q sin SK 
ra 


Se) 
3 

2 0 Ber, 
x 


(1 an Eh 7 


Demnach: 
Olio+a) __ sin (iev—.a) R 
lim 510g O rer es ; lim log En (Fa) — lim a. 
Es wird aber 
1 „sin Be art a ae “) ı a 
2; Osin(iwta) 5 AR (6% E u) RR 


Zwischen v® und w« finden folgende Beziehungen 
statt: 
2. pn — milk) 
sn (v, ki) = dn? (w, k*) ’ 


k2 sn? (w, k‘) 
dn? (w, k‘) 


OS di ade 


sn?(v, k) _. ‚en?(w, k) __ __ (sta) (a3—4,) 
en?(v, k) " K2sn2(w,k) (A3-+ a5) (ag- a1) 
Also: 


2 (rn. ]° (Q3+/3) (a9,+4,) 
sn? (w, k‘) — ed 
en? (w, k) = — (@g4+43) (a3+4) 


(d3—4g) (Ay—/s) 


Nun ist aber 


[42] 


do 
Au — 
Kl k2sin?o 


0 
und da lim%k‘ = 1, so findet man: 


lim w = logtg (7 27 2) 


Daraus folgt nun: 


iW -—ıW E 
. e u IT 
lim — —— = — cos (w = =) 
iw —ıw 2 
e re 
und demnach: 


FE sin (w-.a) __ 
lim 5; log u En tg \cot a cos (o iur 2) —+- Const. 


Für lim V findet man, wenn man sämtliche 
Constanten fortlässt: 


[42] 


im V’= —tgalgtg = + =) — arctg |cot a sin ) 
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Man hat also folgende Abbildungsgleichungen: 
N ta 

Y=-—igalogtg (= E =) — arctg S cotg @.sinw 


\ 
(@3+43) (a9+4,) (ae 43) (a3+4, 


TE 


sin’w = ‚ co 0 = 

(Ga3—Qg) (Ay—/s) (a3—Q39) (Ay—/z 
ö A9+4 
sin? (= ar 

a3+-4 


Führt man wieder den Winkel d ein, der hierbei 
jedoch den Winkel bezeichnet, welchen die Normale an 
der Oberfläche mit der Ebne x, — 0 bildet, so findet 
man aus der Gleichung des länglichen Rotationsellipsoides 


2241092 dig2 et 
athı a3+4 
wenn man 2,?.—= 22608”, 1° — 2,809 Be 
da \* (a3+43) (a9+4,) 
28 (22) a 3) Tr) 
an (a3) (ah) 


also tg?w — tg?Ö. 

sin, also auch sind variiert von O0 bis 1. 3° ist 
seiner ursprünglichen Bedeutung nach der Winkel, welchen 
eine Meridianebne durch die x, Axe mit der Ebne x, = 0 
macht. 

Die Parameterdarstellung des länglichen Rotations- 
ellipsoides erhält folgende Form: 
R = Y1—c0s?« cos? d variiert stetig von 
a 9 von 

0 bis 2rr. 


Ra, —= ya, -+4, sina cosd. cos 9° 

Ra, = ya,-+4, sin« cos d sin 9° 

Rx, = Ya,-+J1, sind 
Das Ähnlichkeitsverhältnis wird: 


1 Sr 


lim Ym = im. 


V-0—); 
m wird unendlich für A, —— a,, sonst bleibt es überall 
endlich und stetig. Den kleinsten Wert erhält m für 
—=—a. | 
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Das ungefähre Bild des länglichen Rotationsellip- 
soides ist folgendes: . 


s > RP, 
-- ) %: A A A 


TEUER NEN, LE GRER 

Die Strecke ABCDA auf der «Axe ist das Bild 
der Schnittcurve der Oberfläche mit der Ebne &, = 0. 
Die YAxe und die Parallelen durch B,(C, D, A zu ihr, 
sind die Bilder der Schnitteurven der Oberfläche mit 
den andern Ebnen z,:=.0,\r, = 0. 


Von den Streifen, die zu beiden Seiten der XAxe 
ins Unendliche gehen, stellt jeder einen Octanten dar. 
Die beiden Schnittpunkte der Oberfläche mit der x,Axe 
werden in der Unendlichkeit abgebildet und hier auch 
die Ähnlichkeit unterbrochen. Das Bild kann man 
sich wieder um die Gerade P\CP, umgeklappt denken, 
so dass die beiden Punkte A zusammenfallen. | 


ET Re A RE N San BR eg 
Dieser Fall wird zu der Abbildung des zweischali- 
gen Rotationshyperboloids führen. 
Es ist hiebei (vgl. I. pag. 10): 


hm sn.u4 — Sr alse Ins ==. rim A! =: +70. 
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Macht man daher die Substitution: / 
u=ıw-iıK' 
so. wird: 


ven (w, k‘) 


SEE ) k.sn(w, k‘) | en2 (w, k) — (494-3) (43+4) 


dn = k (@a3— a3) (Ay—Az) ? 
HU 


kein (1 
2 _. (9-4) (d3+-43) 
ee (a3—a3) (k—As) ’ 


a 
1“) 


dnu = — 
sn . 1, 


Ferner wird: 


2, ._ %t% 
EN er = _ 
Setzt man daher a —= ib so folgt 
DD 2 
an I en2(b,k')’ a „sen2(bk) 
daher: 
ls + a u 
A er cH’XD,.R a 
Es war ferner: 
lim a —= lim 2 — 1m? _ zlimsn (b, k‘) 
ena enib 2 


ß 
lim 5 findet man aus Se Ä 
y 1—k'2sin28 


0) 
Da: lim ki == ;1.-1st Im 2: 108.12 Bere 


Da lim snd = sin, so hat man: lim a = isin ß. 
Ferner wird durch die Substitution 
vb IKya ai 
 2ibin 

(u 0): 5 S9R „ H@w+ib) 

9w—a) H(iw—ib)? 

, Hüw+tib) __ ,. sinl@-ib) 
Jim Hiw—ib) n sin (dw — ib)? 
Sin io 


sin @w—ib) url Wed 


Ss) 
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[42] 


Es Ists uni 22 ,‚ also 
JVI—R? sind w sin? w 


lim w = logtg 12 + ah 


da ferner limd —= log tg (Z + = war, so folgt: 


2 
sin(tw-+ib) _ sino-+sin ß 
siniw—idb)  sinwo—sin #' 


Unter Fortlassung der Constanten findet man: 


lim U-X=—sinßlogtg(T + = -F Io 


sino-+-sin 8 
sin o+sin 8° 


Da nun limg = 0 wird, so folgt: 
„YGvta) _ 

lim >, log ia) Hl 

Da weiter 
im WE) _ _ sin? — — lim sn? (iv), so folgt: 
en?(v,k) = 

: va 
imv = z 

Da lim A = isinß‘, so hat man: 


EI N Ein U“, 


Aus der Gleichung für das zweischalige Rotations- 
hyperboloid: 
U?-+ 9? Er 
Go-tAz er 
findet man mit Hilfe der Substitution: 
= CENT, 0 05 
ER IL N (a3-tA1) (as+43) 
Ian) Sana 
Vergleicht man diesen Ausdruck mit den Werten 
für sn?(o,%k') und cn?(w,%k') auf S. 48, so findet man, 
da sn(w,%k‘) = sinw ist, dass = Öd wird, wo d der 
Winkel ist, den die Normale an der Oberfläche mit der 
Ebne x, = 0 bildet. 49‘ ist schon auf S. 46 definiert. 
4 


0) 


Die Parameterdarstellung des zweischaligen Ro- 
tationshyperboloids wird folgende Form haben: 
R — :Vcos?® — cos?d 
Rx, = Y—(a,—4,)sinß cosd cos 9° 
Ra, = Y-—(a, +4,) sin cosd sind“ 


Rx; = Va;-+-4, cosß sind 
Da nun 
sin?d = (a,+4,) (a,-+4,) 
a — at E: 
so folgt, dass d von + bis und von = bis =ı 
und 9 von O0 bis 2,z variieren an 
Für das Ähnlichkeitsverhältnis erhält man: 
lim ym — a >= Ym. 
Es wird unendlich für , = —a, und verschwindet 
für A, = » ; für alle andern Werte von A, bleibt m 


endlich und stetig. 

Aus den Abbildungsgleichungen wird man vom 
zweischaligen Rotationshyperboloid etwa Tolgenges Bild 
erhalten: 


A+EY 
2 sinß = E 
>: = 
IT. D 
= 2 H | 
5 en 
zt Sin 
PD(< 5 B S >=)P, 
z 5 sin ß In 
4 > 
© E 4% 
(0) 


öl 


Dem’ Wert 0 = = entspricht der Scheitelpunkt 
des Hyperboloids, welcher auf der positiven =, Axe 
liegt; da nn frd—=- 5, X = — » wird, so liegt 
der Scheitelpunkt im Bilde in der Unendlichkeit. Die 
vier Schnittcurven des Hyperboloids mit den Ebnen 


& —=0 und & = 0 werden im Bilde durch vier Pa- 
rallelen zur X Axe und dieser selbst dargestellt, die 
von — & bis + verlaufen. — Die Parallele durch 


D und die XAxe sind als zusammenfallend zu be- 
trachten, d. h. man bat sich das Bild um die Parallele 
durch 5 umgeklappt zu denken. Jeder der vier Streifen 
bildet einen Quadranten der Schale des Hyperboloids 
ab, in welcher die positive x,Axe liegt. — Die andere 
Schale des Hyperboloids wird durch dieselben Streifen 
abgebildet, nur liegt hier der Scheitelpunkt P, in +», 
Omlır, 0 = X=-+o wird. 


Die Punkte, welche auf der ersten Schale im Un- 
endlichen liegen, sind im Bilde in der positiven Unend- 
lichkeit, und die bei der zweiten Schale unendlich wei- 
ten Punkte in der negativen Unendlichkeit abgebildet. 
Die Bilder der Quadranten einer jeden Schale müssen 
von +w bis —» oder von — » bis +» stetig ver- 


laufen, da X für ne >o6d>Pß odr -$ >Öö> — 
endlich und stetig bleibt. 
Man hat nämlich: 
de _ sin 8 cos? 8 Er 
dö ° cosd (sind — sin ß) (sind + sin ß) 
und die rechte Seite wird nur © fürd = + = oder 
HER . 2 verschwindet für keinen Wert von d 


do 
zwischen den erwähnten Grenzen, also hat X weder ein 
Maximum noch ein Minimum. Aus der Stetigkeit der 
Funktion X folgt aber, dass sie sowohl für einen Wert 
4% 
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d, von d als auch für den Wert --d, verschwinden 
wird. Im Bilde wird nun die Strecke OABCD die 
Punkte des Hyperboloids darstellen, welche den Werten 
+6, entsprechen. Diese Punkte liegen auf Kreisen, 
die sich ‚als Schnitteurven des Hyperboloids mit zwei 
Ebnen ergeben, die zur Ebne x, —= 0 parallel liegen. 
Alle Kreisschnitte auf dem Rotationshyperboloid werden 
durch Strecken aller Parallelen zur YAxe dargestellt, 
die durch die X Axe und den zuihr durch D gehenden 
Parallelen begrenzt werden. Es ist z. B. EFGHE das 
Bild eines Kreisschnittes. Die Ähnlichkeit ist im Bilde 
nur in der Unendlichkeit unterbrochen. 


AT 
Wenn man in den Gleichungen I. auf 8. 33 
die beiden Grössen a, — a, werden lässt, so wird man 
zur Abbildung der Kugel und des Kreiskegels gelangen. - 
Da A, zwischen —a, und —-a, liegt, wird man für den 
Grenzfall wieder eine andre Variable einführen müssen. 
Man setzt: 
ON re 
la = — (a, + e?cos? di) 
Für den Grenzfall geht nun das System der obigen 
Gleichungen in folgendes über 
ty tg =urh 
et — td = 0 ee 
a 
Die erste dieser Gleichungen stellt die Gleichung 
einer Kugel mit dem Radius ya,--A, dar. (Der Coordi- 
natenanfangspunkt liegt im Mittelpunkte der Kugel), 
die zweite stellt einen Kreiskegel dar, dessen Mittel- 
punkt mit dem Mittelpunkte der Kugel zusammenfällt 
und dessen Erzeugende mit der Axe der x; den 
Winkel 6, bildet. 2? = x? t8?9 stellt ein Ebnen- 
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paar dar, das sich in der x, Axe schneidet. Aus I 
findet man: 
2° = (a,-+4,) cos? d, 
At, A, Y\stB“ 0,6039 521.2 SIE 
X = (a,+4,) sin? d, sin? 9 


Die Kegel schneiden die Kugel in Kreisen, die, wenn 
2; —0 die Äquatorebne ist, Breitenkreise werden, während 
die Ebnenpaare die Kugel in Meridiankreisen schneiden. Es 


entspricht nämlich jedem d, zwischen 0 und = ein beson- 


derer Kegel und jedem $ zwischen 0 und > ein Ebnen- 


paar. | 
Benutzt man die Gleichungen 3 auf 8. 34 zur 
Specialisierung, so gelangt man zu ganz ähnlichen Re- 
sultaten. 

1. Die. Abbildungsformeln für die Kugel wird 
man nun durch Grenzübergang ‚aus den Abbildungs- 
formeln für das abgeplattete Rotationsellipsoid erhalten 
S. 40. 

‚Im Grenzfall wird nun: 

lim 'sin® & — .cos?d, | x a 
lim sin?y = 0 a ag 
Es werden demnach X und Y im Grenzfalle &. 


Um eine andere Abbildung im Endlichen zu er- 
halten, wird. man setzen: (vgl. S. 6) 


E+in = Y(a,—a,) (X-HY)= f(X+iV)=f(Z) 
$-17 = (a) (K-iN)=fX-iN)=h(2) 


Das neue Ahnlichkeitsverhältnis m‘ ist durch fol- 
gende Formel gegeben: | 


ENT LAYER AZe) 
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Man hatte auf S. 39 für m gefunden 


II == 


1 — sin?2ysin?2o 
(Ga, — a,) cos? o ? 


also, da f (2) say = 12) 2, wir 


a 1 — sin?y sin? o 
2 cos? w 


Im Grenzfall wird man für die Abbildungsformeln 
der Kugeln erhalten: 


» 
an ö Urn ö 
= Yatı legte (22) — VYa,+A1g cotg z 
ae: Vya+A F 
De 
sind, 

Setzt man d = Se d,, so wird d die geogra- 
phische Breite auf der Kugel darstellen, während 9 die 
geographische Länge sein wird, wo der 0t° Meridian in 
der Ebne x, — 0 liegt. Die Parameterdarstellung der 
Kugel, ist: 

> voıı sin d 
% = Vay,+R, cosdsin 
% = VYa,+A, c0sdcos4 


d variiert von Se bis + 5,9% von 0 bis 2, die 


Abbildungsformeln lauten: 


2 — u =: 1 
5 = Vath, lets (4 +5) Vm za) 
7 = Vatı 9 

Das Ähnlichkeitsverhältnis wird © für d — I 


also ist die Ähnlichkeit an den beiden Polen unter- 
brochen. Sonst ist Ym‘ im Laufe der Abbildung überall 
endlich und stetig. 
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Das Bild der Kugel wird etwa folgendes sein: 
Kram 


i Ze ya, +4, D 


an. ——|i 
SYath a 


ya +4, 


at 


Ö 


OABCD ist das Bild des Äquators. Jeder der 
nach + © und — « verlaufenden Streifen stellt einen 
Quadranten der Kugel dar. Die Parallelen zur SAxe 
sind die Bilder der Meridiane, die Parallelen zur n Axe 
sind die Bilder der Breitenkreise. Die Bilder der Pole 
liegen in der Unendlichkeit. Das Bild muss man sich 
um die Parallele zur £Axe durch B umgeklappt denken, 
so dass D mit O0 zusammenfällt. 

2. Benutzt man die Abbildungsgleichungen für das 
_einschalige Rotationshyperboloid p. 42, so wird man für 
den Fall a, = a, durch Grenzübergang zu der Abbil- 
dung eines Kreiskegels gelangen. 


Da nun (a, +4) = sin? d, gesetzt war und 
a,— a, — €, so findet man: 
Im&sın _, ==!'sin.0,, 
lim sin $ = sind,. 


Im Grenzfalle wird die Variable & unendlich nahe 
bei der Uonstanten d, liegen, man wird also zunächst 
in den obigen Formeln statt ® eine andere Variable 
einführen, und zwar durch die Substitution @ = ßP—e&,9, 
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worin &, eine Constante ist, die von e abhängt, so dass, 
wenn gs = f(ed ist, /(O) = 0 wird. @ wird von 0 
ß 


3 ie: 
bis — varlieren. 
& 


Man wird erhalten: 
sin 8 4 sin o a = to (8 en, 


sin # — sin o 2 
Es wird: 


cotg = = .coig 


ß- ® __ c08ß+ 008@ 


2 0, sind —sinw’ 
daraus folgt: 
fa3+ 
5 RER 
ol yY _ 22 
2 aytig De ee 
1 ig 


29 SE ea oc —— 
cotg 1? = er (Ya—a, + Yatı) (VA— + Vas+A) 
Für die obigen Ausdrücke X und Y hat man fol- 


gende Formein: 
gi L a TC € 1 Ei; P 
A sin ß log tg (4 +5 - E) +, logte (5%) 
i eg, 
108 In, == Yataı ya, nu Vorı| 
Y= sinßf9 
cot £ 


Bei X ist die Uonstante is log SE hinzu- 


gefügt worden. 

Im Grenzfall a, = a, wird & = (0, und man er- 
hält für die Abbildungsgleichungen des Kreiskegels unter 
Fortlassung aller Constanten: 


las, 
Ka 00, 
ya,-+, ist die variable Länge einer Erzeugenden 
des Kegels, 9 der Winkel, welchen eine Ebne durch 


jene Erzeugende und die x, Axe, der Axe des Kegels, 
mit der Ebne z, = 0 bildet. 6, ist der constante 
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Winkel, den die Erzeugende des Kegels mit der zıAxe 
bildet. Das Bild des Kegels wird sich ebenfalls in 
4 Parallelstreifen darstellen, die von + » bis — » 
verlaufen. Die Spitze liegt in der negativen Unendlich- 
keit; für das Ähnlichkeitsverhältnis erhält man: ym 
t 

V en 3 hy 

grund A D. 


Die Ähnlichkeit ist unterbrochen für 


XI. 

Dieser Abschnitt soll die Abbildung eines allge- 
meinen Kegels zweiter Ordnung behandeln, wobei man 
gleichzeitig zu einer neuen Abbildung der Kugel ge- 
langen wird. 

Setzt man in den Gleichungen: IL, S. 4 

es N), | 
so werden A, und A, auch verschwinden. Es sei e? eine 
Grösse, die mit a,, a,, a, verschwindet, so wird man 
stets setzen können: 
Be Br Tune wo und u endliche 


9 2. n 
7 SR CA IRSURRREY WOHL = 2ER: % . 
BR ° E M2 Grössen sein sollen. 


> 2 RR] 2 


Führt man die 5 und « in die Gleichungen II 


S. 4 ein, so erhält man für den Grenzfall &® — 0 
at +0 = u =) 
&2 Lg? "ek RE 0 
bi+ u r bo-+ us Da-+ Hg = . . Il. 


a a 
bı + us bat us 2 beta 

1) Hesse: Analyt. Geometrie. Die „ werden hier ellipti- 
sche Kugelcoordinaten genannt. 
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Aus 1. ist sofort ersichtlich, in welchen Intervallen 
U, Us, 4, variieren können, nämlich: | 
Be 
-h>w>—tb>b>h. 
bh >> 
Daraus geht hervor, dass die erste der Gleichungen II. 
bei variabelem wu, ein System concentrischer Kugeln dar- 
stellt, die beiden folgenden Gleichungen bei variabeln 
4, Und u, zwei Systeme von Kegeln, deren Spitzen 
im Mittelpunkte der concentrischen Kugeln liegen. 
Für die « findet man folgende Ausdrücke: 
2er (db, tu) (d, tus) : 
(di be) (dı—b;) 


BERND E u, (da-+-us) (ba+-u3) III 
2 (bo—d1) (bo—bs) | ie 
De u (ba-+up) (d3-+u3) 
22 (b—bi) (b5—b,) 


Die drei Oberflächen, welche durch die Gleichungen 
II. pag. 57 dargestellt werden, schneiden sich natur- 
gemäss auch wieder rechtwinklig. 


XIII. ' 

1. Benutzt man zur Specialisierunga, =, =4,—=(, 
die Abbildungsformeln für das ungleich-axige Ellipsoid, 
so wird man zur Abbildung der Kugel gelangen, welche 
durch die erste Gleichung II. pag. 57 dargestellt ist (bei 
constantem wu,). | 

Man sieht nun aus jenen Abbildungsformeln 
pag. 15, dass 


ee a also lim sn?a —= 1 
limien?4 0 
und demnach lima = K wird, also: 
a 


NS 
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Nun ist aber: 


PR dna 0a) 

SCH (a) " 
eK) 2 BE.AL.dn as ir: een De ur 
N 0, lim me ze lim Nr lim EI TE 


Da im Grenzfall U sowol wie V & werden, so 
muss man die Abbildungsformeln transformieren, und 
zwar dadurch, dass man setzt: 


$+in =&:(U+iN) = f(Z), 
S- 1m ua ER AL — RZ 


Daraus folgt für das neue NE 
m = mfı (2) fı(2) 


Die ne eh . Flefnä Ge- 
stalt an: 


Er Al \ 9 (u+ta)]* 
= tete aa! 
In, os Er ut ‚10 © een 


Ags— Ay 0 (a) IO iv—a) 


Setzt man im Grenzfall 
imi=X, ling}, 


so wird man sofort finden: 


nung, sphärische Kegel- 


u 
ee De ulumz 2 Raumeurven 4. Ord- 
ut 


er en, vd — const. schnitte. 
30 
sn’u — (uo+-ba) (ds—b}) ee k‘) >  _ (#3+b3) (ds—b,) 
(ug+bs3) (d&—b,)' en?(v,k‘) (u3+b3) (da—b,) ’ 
bs—b = 1 — 
ee lim Von‘ — — VYm’. 
b3;— bj ? l V49— us l 


Die Ähnlichkeit ist nur unterbrochen für 


N AR 
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Die Parameterdarstellung der Kugel durch die 
beiden Variabeln «& und v» ausgedrückt wird folgende 
Gestalt annehmen: 

R = .dnuda (ok) 

Ar = ku, ccnu 

R%, = Erkiyfur). sn w.h@ ie) 

A, ey. en@R), 
wo u sowohl wie v» von 0 bis 2 K resp. 2K‘ variieren 
werden. Aus den Abbildungsformeln geht hervor, dass 
diese Abbildung der Kugel der Abbildung des ungleich- 
axigen Ellipsoids ganz ähnlich wird. 

In den 4 Punkten: 

Url) ds: V u al Ua R 

= Nasa Bisziaht re 
wird die Ähnlichkeit unterbrochen; auf der Kugel liegen 
diese Punkte auf dem grössten Kreise, der in der 
Ebne x, — (0 liegt. Für das Verhältnis der Coordinaten 
dieser Punkte hat man: 


Po 


ee a +5. 

2. Was die Abbildungsiormeln der Kegel anbetrifft, 
so genügt es die Gleichungen für einen derselben auf- 
zustellen, da die für den zweiten nichts Neues darbieten 
würden. Will man die Abbildungsformeln für den Kegel 
ableiten, der durch die zweite der Gleichungen IL (8.57) 
bei constantem u, dargestellt wird, so hat man dazu 
die Abbildungsformeln für. das einschalige Hyperboloid 
S. 19 zu benutzen. 

Man findet, dass: 

Imesna — en, 

also, dass die Variable « unendlich nahe bei einer Con- 
stanten liegt. Führt man die folgende Bezeichnung ein: 
a) ba-+ us) (ds—b 
eg 


lim sn?a = sn?b = 
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so wird 
3 U OBEREN DEN Dog 
Ka dn?« dn2b b>— bi 
Da aber sn(—a-- X) = Ey: ist, so sieht man, 


dass im Grenzfall die Variable # unendlich nahe der 
Constanten X — lim a liegt. 


Man führt statt % eine neue Variable v, durch die 
Substitution 
u—= K—-a— eu, 


ein, wo & eine Grösse ist, die mit a,, @,, @, verschwindet. 
Da u von + K—a bis — (K—.a) variiert, so wird «, 


von 0 bis ee) —e 2 


variieren. 
Man findet: 
D— h(K-a)—hewm— log H,(K-eu)-+ 2 log H,(—2a—eu, +K) 


Da H, (<-+Rk)—=—- H(z) ist und rechts constante 
Grössen fortgelassen werden können, so findet . man 
— — hu — > log H(eu,) + log H(2a-+eu,) 
Da lim H(euw,) = H(0)— 0 wird, so foigt, dass 
hm’ W—oci iet} 


Nun ist: 
H(eu,)— yk O(eu,) - sn (eu,). 
lim Ole) =1-+2 3 (— 1)” 9”, 
lim sn (eu) —= 0. 

Für U wird man haben: 
€ 1 ‚ 1 

nazz — log Fer) — heu, — 510g Oleu,) + 5108 H(2a- eu) 
Die Constante — — log yk ist fortgelassen und die 


Constante = log? & hinzugefügt, 


sul) 


7 cıV (as+A,)(A —Ag)—09] (@, +4 )(a3+4) NH) +Y (a1 + )(ag+A) 


€ 
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Da eu, = K— (u-+a) ist, so wird: 


enw+a)  enuwena— snasnudnadnu 
dn(u+a) dnu dna — 2 snasnu ena cnu 


sn eu, — 


Durch Einführung der a; und 4, auf der rechten 
Seite und indem man setzt 


Voss ds—Q,)(Q5 a) _  dna Be 

(dg3-+ 25) (a9,— a) snacna 2 

ja ko) (@9+ 9) NE snacna E 
(d3+ 43) (ag - aı) dna n 


erhält man 


1 3 
en „—Ghh—hh— yUb— uh—aah 


also 


BEST (eu). “u 1(d3 —b,)— (botudt 
nn & #1? (20,—203) 


Aus dem Ausdruck für U ergiebt sich nun, wenn 


die Constanten wieder fortgelassen werden, sofort: 
im lo9R, 


Führt man weiter die Bezeichnung “ z = „ein, 


so erhält man schliesslich für die Abbildungsgleichungen 


des Kegels: 
A - log u, , 
Y—hv-+artgnr An ; ei v-arcte A n 
sn®(w,k) __ __. sr bo) rd), 
on2 0, kb 


Lan (bo-trug) (b; bi) hrs (b2—b;) (u3+b}) 
| (b3+ug) (b a (D3—ug) (d1— ba) 


bob 9,' (b) 
2 2 1 Arie 1 
sn? b De h — — 9, (b) 
De EL 
DEreR 
u, variiert von 0 bis + ©, also X von — 


bis + © , v wird variieren von O bis 2X’ und Y, da- 
her von O bis 2%‘ K’ ++ sr; ähnlich wie die entsprechende 
Variable Y bei der Abbildung des einschaligen Hyper- 
boloids. 

Für das Ähnlichkeitsverhältnis erhält man: 


De 
demnach wird die Ähnlichkeit unterbrochen für u, — 0 
und u, =». Der Wert u,==0 gehört zu der Spitze 
des Kegels, diese ist also in der negativen Unendlich- 
keit abgebildet auf der X Axe. Die Parameterdarstel- 


lung des Kegels lautet: 


R — dnb . Y(1—dn?b sn? 0,%)) 
Rx — k'snd. Yu, dn(v,k‘) 
Ra, — + k®snbend. Yıu, sn (w,k‘) 
Rx, — enbyu, en (w,k‘) 
Die Abbildung 
E + in — e — (2) 
Fe Me — (2) 


wird identisch sein mit der Abwickelung des Kegels in 
der Ebne. Das Ähnlichkeitsverhältnis wird 1, denn 


m’ — mf(2).fı(Z) 


BALD ei 


also m’ —= 1. 
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so wird: vr —= u 
T, @, 6b 
p — ee FF 


Seien Anbildangsformeih für Kreiskogel un ] 
gelangen. ee 


AV: 


In diesem Abschnitt soll die Anbilduneet = Bo j 
flächen zweiter Ordnung abgeleitet werden, bei denen der 
Mittelpunkt in der Unendlichkeit liegt. Es wird sich 
also um das elliptische Paraboloid und um das hype = 
bolische Paraboloid handeln. Man wird zunächst wieder x 
suchen, die Gleichungen dieser Flächen. dur) ‚zwei 
Variable auszudrücken. ie 

Setzt man in = re 


= era 
er ee a 


ZE 2 eg rm 
X — 19° — Va5—@,, ET 
so ist dadurch der Coordinatenanfangspunkt dach‘ de 


Brennpunkt des Kegelschnitts, in welchem die Ebne 
ee = die Oberfläche - 0 schneidet, er Be 


_ _ Multipliziert man die obige Gleichung = 
Va,+, so erhält man: 


ee en 


a ———— „eo 


4 th +4  Ya-ı G+J. Ya;t4 Var 
Macht man die Substitution: | z 
4 ee ar, 
un +4 BE Vasti je 
a ei, Br 
hy a 


a,’ + — Ya,—a, — Ya—ı, =. sä 
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so bedeuten die Grössen links die Abschnitte, welche 
die Fläche f = 0 von den neuen Üoordinatenaxen und 
zwar auf der positiven x, und #, und auf der negativen 
&, Axe machen. Rückt der Mittelpunkt der Fläche f—=0 
auf der positiven x, Axe in die Unendlichkeit, so wird: 
Ya,—a, — Ya,+. und ebenso ya,—a, — ya, 

immer eine endliche Grösse bleiben. ya,—a, — Ya,-+7 
ist nämlich die Strecke auf der negativen x, Axe, welche 
begrenzt wird durch den Schnittpunkt mit f = 0 und 
den Brennpunkt des Kegelschnitts, der in der Ebne 
%,=0 liegt. Bei Verlegung des Mittelpunktes in die 
Unendlichkeit werden a, —/, a,+/,c,—a, unendlich von 
der ersten Ordnung, a,—+/4, a@,—a,, a,—a, unendlich von 
der zweiten Ordnung, denn man hat: 


1 Fa a (] dA —] a) (Vo,+ 4 — Ya, a): 

Da (ya,—4i — ya,—a,),(y@;+4 — Ja,—-a,) stets 
endlich bleiben, so werden (a,—+4) und (a,—4) ebenso 
unendlich wie ya,+4, Ya,—a; , ]a,—a,. 


Aus dieser Betrachtung geht hervor, dass im Grenz- 
falle lim (a,‘’+4'), lim (a,’+4), lim (a,‘+4‘) endliche 
Grössen sein werden, was auch einfach aus der geome- 
trischen Anschauung folgen muss. Führt man die Be- 
zeichnung: 

ec +r—lim (a,’+4‘) 
c,+t v=lim (a,‘-+4') 
C,-+ »— lim (a,’-+4‘) 


ein, so folgt aus der dritten Gleichung des Systems III 


TEE WERL LEER RR 
/ = iz, R- = I 5) r 
Ya+t4 lim Yaz+4 


1) Serret: Caleul differentiel. 
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re 
De — 1 und Hm ma iR 
YaH V at 
Die Gleichung 2 geht durch die Ve des 
Mittelpunktes in die Unendlichkeit über in 
Ko? 
A 4 En — 2; — tr. oo 0, 


wo für x,‘ der Einfachheit wegen wieder x, geschrieben ist. 


lim 


Die Gleichung IV ist eine Gleichung 3. Grades 
für », deren Wurzeln alle reell sind. Sind dieselben 
Yy Pa, Ya, SO liegen sie in den Intervallen: 


Bee 
— >» >—a0 


Durch Einführung der Wurzeln in IV erhält man 
folgendes System von Gleichungen: | 


22 Sch a \ 
2 > ODE. v = Gr 
ct? 4 Gt? 3 2 13 Be 1 


2 2 
Lı lo 


ok a2 MR G-+V = 2R; = Gt % era = Vo > u EN ERN, V. 


„2 2 
% ee, 5 —( v ee 
Gt?r3 Gt P % ot%3 } a > 9 > 


Bei variablem x drückt die erste dieser Gleichungen 
ein elliptisches Paraboloid aus, das sich nach der posi- 
sitiven x, Axe ausdehnt, die zweite Gleichung ein hyper- 
bolisches Paraboloid, die dritte Gleichung wieder ein ellip- 
tisches Paraboloid, das sich nach der negativen x, Axe 
ausdehnt. Aus den Gleichungen V findet man folgendes 
System: 


28 (+ ?1) (ct?) (CıtP3) \ 


G—C 
5 2er (ee+ v1) (+?) (eo+v5) | RENTE 
Re 
x (4-1) + (at) + (es+v3) | 
3 2 
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A 


Aus den allgemeinen Abbildungsformeln I S. 10 
_ mit dem Modul %, erhält man durch Einführung der 
Grössen ce und » und, indem man a, +4, a,-+4, Ya,-+4 
unendlich gross werden lässt, für die constanten und 
variabeln Grössen folgende Ausdrücke: 


. 3—C6 . ft nl 

lim k? — 771, lim sn (a,k) = 0, lim sn? (u,k) — = 
G-+v. G—G 

sn?(w,k) Co+Y, 

cn? (Bd, k‘) ER (9 Cı 

Setzt man: 
snadna 
W = ——- w— II(w, 0), 
cnd 


Agewirda tür a = (0 anch- W. = 0," da (io 0) == 0. 


r 


Man bestimmt nun den Grenzwert von 2 Es ist: 


(= adn *) 
dl ——— 


cnd 
ee; , 


da 


und weil nach einer bekannten Formel: 


lim 


k2sn2asnwenwdnw- 


BENSaN 2 ag (a) — Z(w) + 


da 1 — k2 sn2a sn? w 
a 
aE 
Z(a) — — rt fanada, 
0 
Z(a) — — Z + Una 


ist, so folgt 
ER LTE) DE 
His 


äh 


Geht man von der Abbildung U, V zu einer neuen 
durch folgende Relation über: 


9% 
at 


U £2E.V, = 
ER 1 sna 


5* 


ei Er 


2 . 


.. Da m = —-—-- ist, so wird: 
EN \ >, ME U ee 


en 1 
3 Van '(@' 1, Werra 
Ä he R 


Da nun ist: 
Be end dna 


u aa), 


'onda 
A , snadna, 
\ Va Fin nn a5 
I En [04 


2 


der Parabo 


= 


Da ferner: 


B 


a = an Se E' —= 
DRK: EEK KR 
SA Se - =D 
ist, so folgt: “ 5  . 
ea ch 


V = Votr, Re VÖ == H, (v, [2 


1) Vgl. Hoppe: Mathem. Ann, n. 609. 
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Stellt man die Abbildungsformeln zusammen, so 
erhält man: 


= ini Rus 


K-— HE) 
V zur e Hr y z GB) 1 >, 

1% a Ze es: (v, k‘) (> Bi 

Gt 9 %trY G9—Cı 

2 2 m 92 y, N 2 9 —-.<— 

= RENT Be Be = 

a 62 —Cı ( Ä 2 En GR. 
1. Für den Fall, dsvy = v,,—_1,,=% 


wird, kommt man zur Abbildung des durch die erste 
der Gleichungen V, 8. 66, dargestellten elliptischen 
Paraboloids.. Die Abbildungsformeln gehn über in: 


FR 0 
en (= WE N 


3 ae H,'(v, k‘) 
TAT, 


G-+v; GV: 
sh’u = ——,, End Bela 25 , 
636 Cı-+vg 
c vo CC: 
ea — — it 2, a WA) = -—, 
er er 
12 Bein C5 Re ];2 BE a+r 
eo+n ? G-+rı 


Die Parameterdarstellung des Paraboloids nimmt 
folgende Gestalt an: 


er (Ca —cı) - K en u 
imS3 k en (v,k‘) 
Be G—c;, snu.sn(v,Äk) 


E:. ıoaWk) 
De 6—Cı. \en*(r,k') (1 +k?sn?u) — k? 
RUE VER en? (v,K‘) 
u variiert von O bis 2XK, 
Ö = 30x Dis ER. 
Das Ähnlichkeitsverhältnis ist 
— 1 en (v, k‘) 
Yu 


eV Leon? cn2(0, Ki 
2 3 B) 
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FE & u—0l 
ya wird © für »—», — — c,, also für | su und 
Yu wird 0 für »„, — — », also für v— + K‘, nur andiesen 


Stellen ist die Aehnlichkeit unterbrochen. Bezeichnet | 


man den Schnittpunkt des Paraboloids mit der negativen 


x; Axe mit S, so kommen diesem Punkte die Coordi- . 


naten: 
N 
X, en 0 se fie 
| 


zu. Bewegt sich ein Punkt auf der Schnitteurve, die 
in der Ebne x, —0 liegt, so bleibt «— K, während v 
von 0 bis = K‘ variiert, je nachdem man auf der Seite, 
nach welcher hin die positive oder nach welcher hin die 
negative x, Axe liegt, sich fortbewegt. Bewegt sich ein 
Punkt aüf der Schnitteurve mit der Ebne »==0 von 
S aus nach der Seite hin,,auf welcher die positive 
x, Axe liegt, so bleibt zunächst »— 0), während u von K 
bis 0 abnimmt. 


Der Punkt, welcher den Werten 20, v—0 


entspricht, sei \,, er hat die rechtwinkligen Coordinaten: 


2, = 7 YVe&e— (3—6,) (& (£, +), 
7. 

(+ P1) s 

2 

Bewegt sich der Punkt auf derselben Curve von N, 
weiter bis in die Unendlichkeit, so bleibt „—0, wäh- 
rend vo von O0 bis — K‘ variiert. 

Schreitet man in derselben Ebne »—0 von $ 
nach der entgegengesetzten Richtung fort, so bleibt v—0 
und « variiert von K bis 2K. Der Punkt, der den 
Werten »—0, u—2K entspricht, sei N,, er hat die 


Coordinaten 


3 
3 


A Yle—-4) (4-+r,) 
RN 

Er, 
X = — u 


Bewegt man sich über N, hinaus auf derselben 
Curve, so bleibt «== 2K und v variiert von O bis — K“. 
Der Schnitteurve des Paraboloids mit der Ebne 
7, —0 entsprechen die Werte von w, v, welche der 
Gleichung: 
k?— cn? (v, k){1-F k? sn? ul 
genügen. Diese Gleichung ist nichts anders, als die 
Gleichung der Ellipse, in der die Ebne z, —0 das Para- 
boloid schneidet, und die auch dargestellt wird durch: 
PIC 
235 =B er — (24-9) —0 
Bevor man das Bild des Paraboloids feststellen 
kann, sind einige Untersuchungen der Funktionen 
(u H, 
© e und 77 er 


erforderlich: 
on 
u 2 gr LATE U 
ZU) — 7 — 5 . Sagen sın K . 
Z(u) hat die Periode 2X, es bleibt positiv für 
0<u< K und wird negativ für A<u<2K. Es ist 
Z (u) = — Z(— u) und Z(w) verschwindet für u — 0 


und u —=-ÄA. 
Es wird ferner: 


4nı2 5 n.gqr 
d # 
Z (0) = DK? £ > 1—qg?7 i 


6) 
Setzt man Ü—=8 > er so ist: 


1—ger 


a2 v0, K-E > 
FE I ZN: 
Da Z’ (0) stets positiv, so hat man X > E, also 


E 
R<ı 


x 


ist “oo on BER) — 


Kemer: 5 | as u 


Aloe) x 
ee 


Be) u K) _ 
Be: (0,6 ae ae 
Hr‘ (0,0): 


— He). bleibt N für alle v von 0 = 


Kay 
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Das Bild muss man sich um die Gerade I, ©,, %; 
umgeklappt denken, so dass die negative V Axe sich 
mit der positiven VAxe deckt. — In R,, %; ist die 
Ähnlichkeit unterbrochen, ebenso in der Unendlichkeit. — 
Den Parallelen zur UAxe entsprechen auf dem Parabo- 
.loid Curven, welche durch die Gleichung & — const. be- 
stimmt sind, während die Curvenschar v = const. auf 
' dem Parabalaid im Bilde durch ch Parallelen zur V Axe 
dargestellt wird. 


2. Für den Fall, dass in den allgemeinen Abbil- 
dungsgleichungen: 

vw =n, 9% =rNır, = % Wird, gelangt nun zur 
Abbildung des durch die zweite der Gleichungen V, S. 66, 
dargestellten hyperbolischen Paraboloids. 


Aus den Abbildungsformeln I, S. 69 ersieht man, 
dass 


Bean], vr — aa 0. 
= j m = 
Da %k? >1 ist, so wird man a Modul %, 
einführen, A, = ee daninz.ist. A, > — 
("7 vi 


Setzt man ferner: (Vgl. 8. 9.) 
| MU 
v -k 
so findet man nach einfacher Rechnung: 


er hj? 7 

ee Le ke ? Jik2 Kr 
(uk) res zu, Re 1 0'(u‘, kı) 
9 (uk) 2ik, Kr? kı 9 (u‘,;kı) 


En a FE LE; 
H, @, k) KH (Ki) 


Man findet 


sn? (uk) — a > 1, on! (uk) — 


re x 0 
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u,‘ wird eine complexe Grösse sein; führt man demnach 
die Variabele «, durch die Substitution: 
u'=u+ XKı + ik, 
ein, so erhält man: 
©' (ur', kı) tr Hl, %ky) 
0 (ur‘, kı) 2K, H, (u, kı) 
Aus der Relation: 


. DR 
sn?’ (u) = m’(w-+- Kh+iK) = Int 


kı2 sn? u 


findet man: 
sn?u, — en Nee 


Die Kbbaldunsfermnäln des hyperbolischen Para- 
boloids sind unter Fortlassung aller constanten Glieder 
folgende: 


/ E,—i '2K. H, (u 
U Er VYa—6ı u. = - La ! | ı) (53 
Kı H,; (u) 
k2R, — u, H'X0,,4,. 
Ta er u 
1 H, (v1; 1) 
2 G-tr, 2 j) G-+vs3 
su, SE, en Eee 
1 ng ( A ) v3—n, 
(6 v2 e v, 
CH u = AR, cn? Ver Dand 
vYo—»j Va — v3 
PR EL ENN G-+rv; ID Cı+v3 
kı er EEE N) kı — EENB,, . 
63Cy CI7262 


Die Parameterdarstellung des hyperbolischen Para- 
boloids durch die Variabeln «, und v, a hat 
folgende Form: 

Ken chli 

rl) nzdıe. 

R%& —= Zt (+) du, m(t,, U‘) 
tv f sn? (0, kı‘) ? smtum\ 


ar en? (v4, kr‘) rs en’ u f 


Für das Ähnlichkeitsverhältnis erhält man: 


ae 


a Vkı=en’u, en?(v,, A,‘)+en?u, dn?(v,, A‘) 
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Yu wird 0 für ,„ — w, », endlich und. für 
y,—=—@ ,‚»v, endlich, also für u = + K,K'>v >—K, 
und fürrv — tK', —_ KR <uw<+K. Es wird 
auch Yu —= 0, falsu, = +K, v— +K oder falls 
„=+%»,v,—=—o wird, denn: 


En, ir Yo- 4 cn Ur 


VYu= 
2 
Ye“ ana en?u, » dn? (v1, ky‘) 


cn? (v1, Kı Ü 
ee D eine endliche beliebige 
eaxleh2 (%,4%4) 0 
UK, 
% =.) e 
. Grösse ist, so wird lim y« = 0 werden, 


UK, 
27 ) 
Sei nun S der Schnittpunkt der x, Axe mit der 


Oberfläche des hyperbolischen Faraboloids, so hat dieser 
Punkt die Coordinaten: 


Dh 
Di 
el $ : 
N 
Ko ZZ. —— 
; 2 
4 
Es sei noch bemerkt, dass x, nur für«, = 0 und 
%, nur für v, = 0 verschwinden können. 


Die x, Axe hat keinen reellen Schnittpunkt mit 
der Oberfläche des hyperbolischen Paraboloids, denn man 
findet zu 
A, 
el 


1a = + (+9) (c+v,), ©, also imaginär. 


Die x, Axe hat zwei reelle Schnittpunkte mit der 
Oberfläche gemein, sie haben die Coordinaten: 


—o Bet 
= 4 sn? (v1, Ky‘) 


_—— 


0 en? (vl) 
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Bewegt sich nun ein Punkt auf der Oberfläche in 
der Ebne x, =, sowohl nach der Seite der positiven, als 
auch nach der Seite der negativen x, Axe hin, so wird @, 
von 0 bis + X,‘ oder von 0 bis — Ä,‘ variieren, wäh- 
rend «4, = 0 bleibt. Bewegt sich andrerseits ein Punkt 
auf der Oberfläche in der Ebne x, = 0_sowohl nach 
der Seite der positiven als auch nach der Seite der ne- 
gativen x, Axe hin, so wird u, von O0 bis + X, resp. 
von 0 bis — K, variieren und v, = 0 bleiben. 

Die Ebnen x, = const., z, = const. schneiden das 
hyperbolische Paraboloid in Parabeln, während die Ebne 
X, = const. dasselbe in einer Hyperbel schneidet. Die 
Schnitthyperbel, welche in der Ebne x, = 0 liegt, wird 
durch die Gleichung 

sur w,K‘) ara) ‚Kt 
— en?w,K)  en’(u) K2 


dargestellt. 
Die Ebne a, — — %”? wird die Oberfläche in 
2 Geraden schneiden, die durch die Gleichung: 


sn? (v,;kı') k,2sn2 u, ee. 
en? (v,,k‘)  K2en?u, Lo: 


dargestellt werden. 


Über die constanten Factoren in den Abbildungs- 
formeln ist folgendes zu erwähnen. Für sn? existiert 
folgende Reihe: 


a 7% 4K, ee nr RN 
St eres ee (K—E,) > 2% Kr 


für 4, == X, hat.man: 


eo) 


Fey N | 
1-2 Ks NK, ng 1) > 


1) Durtge: Ellipt. Funct. pag. (258.): 


17 


Daraus geht sofort hervor: 


K—E eh) 
k2> = a <<, 
und daraus folgt sofort 
Dee EI 
Bu ER I: 
man wird also finden, dass: 
re A 
K, ee R ES 
kı2K, '—E,' o Er ? 
el ae U As, 
K, 1 Re 


Für die Differenziale von U und YV findet man: 
ylalınz k) du 


du: = V +1 ) 
nt „og el. Ip. 69. 
” _ rn dEkik)do, 
Gr eV 64V FICH 
Nun ist: 
en. —:dn?(z, k) ="cn? (iu, =] — on’ (u, k) 
duv=ku,undu'=uw+ K, +iä,' ist, so folgt: 
1 k,'2 
cn RS ScH(d; -+- K, FIR) ra? 


und da du = k, du, ist, so wird: 


UP, Ya—c kı'? 

du en? u, 

dU 
du, 
die Werte von Yc,—c, .k,‘? bis © an, bleibt also stets 


Wenn «, von O bis X, variiert, so nimmt 


positiv und wird nicht 0. 
Ferner ist: 


dE (vi, k) 
d(wi) 


dn?(v, X‘) 
en? (v, k‘) 


— m; 


1 1 
dneiv,.) = Te rn): 
dn2 (: k, ) dn? (m,, Ay‘) 


27 _ en? (m, kı') 
on (0, E) = eh 


mithin: 


dn?(iv, k) — 2 


en? (v,, &ı') 
Man hat demnach: 


dV _ khYatn _ ka, 
de,  om2ley,k) — one, hr) 


nn variert für — A,’ <v, <+ K,‘ zwischen k, Vet», 
und + ®, bleibt immer positiv und wird nicht Null. 


Die Funktionen U und TV haben also für: 

Ru ah 

eh u 
weder ein Maximum noch ein Minimum. TU variüert 
stetig von 0 bs Zoo, wenn u von 0 bis £K 
variiert, während V alle Werte von 0 bis zo durch- 


läuft, falls ©, von O bis & X,‘ geht. Dies erklärt sich 
daraus, dass 


ee et 
A4R) Son 
wird. 
Man findet nun, dass das hyperbolische Paraboloid 
auf der ganzen Ebne abgebildet wird. 


Der Bildpunkt © von S ist der. A des 
Coordinatensystems (U, Y). | 


Nennt man noch die Schnittpunkte der «,Axe mit 
der Oberfläche A und B,so dass A auf der positiven, B auf 
der negativen x, Axe liegt, und sind X, 8 die Bildpunkte 
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davon, dann wird das Bild des hyperbolischen Parabo- 
loids ungefähr folgende Gestalt haben: 


ateV 
TA 
S wu 
OÖ ne 
+B 
XVI. 
Für den Fall, dass c, = c, wird, muss an Stelle 


von ,, d —,>»,>—c, war, eine neue Variable 
eingeführt werden. Setzt man 6,—c, =e?, so wird sich 
stets ein Winkel 9 finden lassen, so dass 
»=—c-+ecos’} 
ist, also 
„+, =— 2cos?4, 1,,+G = esin? 9. 

Führt man in die Gleichungen V, S. 66, diese 
neue Grösse 3 ein und geht dann zu dem Grenzfall 
&%=c6,, also e®®—= 0 über, so wird sich folgendes System 
von Gleichungen ergeben: 


2 9 2 > ’ 
C +, 1 +r, 3 ! Tr 1 
L 2 ae dg2 Re hr 0 I 
— c08?%.# "sin? \ ANA ; 
212 ne 
HE a 
4% eG Tv3 5 a » 
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Die erste und dritte dieser Gleichungen stellen je ein 
Rotationsparaboloid vor, deren gemeinsame Drehungsaxe 


die x, Axe ist, und von denen sich das erste nach der 


positiven, das zweite nach der negativen Seite derselben 
erstreckt. Die zweite der Gleichungen I stellt ein Ebnen- 
paar dar, welches durch die Schnittkante von x, = 0, 2, —0 
geht und mit der Ebne z,—=0 den Winkel = 9% bildet. 
Aus den Gleichungen I findet man für &,, 2, 25. 


22 — — (44m) (4m) 008?4 | | 
I = — (tn) at) 9 1I. 
(a4) + (a4+>3) 
2 


/ 

Wenn man das Paraboloid, welches durch die erste 
der Gleichungen I gegeben ist, abbilden will, gelangt 
man dazu durch Specialisierung der Abbildungsformeln 
für das elliptische Paraboloid. p. 69. 

Im Grenzfal , =c, wird im ?=0, u 
also im X — = im rem = 

Ferner wird lim sn?u — sin? und, da  — (, 
im 4 ==9: Da 


06) 
uw) =1-+2 Se cos on ist, 
1 


so wird, weillimg = (0 ist, auch: 


lim 2 a — (0 werden, und man erhält: 
im U=X = yaotn & 
Ferner wird lim sn?(v,%k‘) = 1, also lim v = lim X‘ 
lim o=w. Man führt daher durch die Substitution: 


URS U — 
die Variable v, ein, wo man für v, setzen kann: 


v 
5 dıy, 
v, == f r === 
J Yı=k?sin’y, 


81 E 
und finden wird: 
e u sT 
me = log“te (#72) . 
Führt man in O(v) die neue Variable ein, so 
findet man: 
inf: iK 
Hliv) = Hlin—iK) — rl ee 


2: EEE 


Baze man tu —%, 10:.—='.%,, So wird 


Man hat demnach: 


dlog912). - int dlogH(z,) 
dz 273 aR tr ee 
und daher: 
BB N Er LH RR,) 
i Oo), 2. 2K Ti ıHWm) 


Man findet unter Fortlassung der Constanten: 


Ye a EA 
east, ER. =. Hfio,)) 


Da nun: 


„ErtDdimn 


© 
Bla) == 2yaD> (NY din 
0 


ER 1 
(iv) = 2nyg I- x g" F*2n--1)cos nl 


2K 
and mon him Ar = wird, so erhält man im 
Grenzfall: 
’2 v we 
on ji 2 LANE Ru 
1. Hfiv;) i sin ie, —U 
e 6 
nen 2.0). 2 


Ham)... Br (v 1) 
2 
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Setzt man noch: ı, = 5 —*, so wird: 


= gtg(&+5)=ingeote(3+2) lager 


. 1 HH: (i ©) ee 1 
lim : —-. — 
Ws DW) cos? 


Man hat demnach 
imho Yyatr log tg e a , 
Es war nun: 


2 0,,%) o+rV 
ın? N a Ki.k) ae 
sn? (v, k‘) nm (— + K'k) = RE be 


also auch: 
cos? w, EN sin? 2 6 + 9% 
1—K2sin?w 1—k2cos22 -» 


Daraus findet man nun: 


k2 ee KR? (oot+v5) _ ne (et) (673) 
1—%k'2 cos?z G-tr3 er (ot vi) (ec +v3) ’ 


1 280 v S 


1-—-%'2 cos? 2 Er Cıtv 


also 

€ + v; € v 

Sina Ze ne 

v3 v4 vı ee De 

Im Grenzfall wird man erhalten: 
. (& Va ce Ay > e ® Yv 

"Sina Gars cr = -—, ter = aus, 
V3——rYı Park Gr 


Setzt man in die Gleichung des Paraboloids: 


X 2 Lg 2 


at? at Pı 


— 2, = 4-49: 


u 2 —— “2 
U 


oh 


a 2 2 
er NE 


so geht sie in folgende über: 
7 — 2% (a +9) = (atm). 
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Ist #’ der Winkel, den die Normale mit der Ro- 
tationsaxe bildet, so hat man: 


Es sei noch bemerkt, dass 2’ der Winkel ist, den 
die Normale und das Stück der r, Axe bildet, welches 
nach der negativen Seite hin liest. Aus dem Wert für 
tg 2‘ ersieht man, dass #2’ mit x identisch ist. 


Die Abbildungsformeln des Rotationsparaboloids 
sind folgende: 


ip ar 2a ENTE z 1 
r Erde / 5 C — / > ’ er ee SET DE 
ie ER y= Yat, |logtg3 os 
Ä av, ce z 
sinz — {Io 3 cos®xz = u ) 
Yy—rı Le em 


. . 20° TT .. 
worin 3 von 0 bis 277, von OÖ bis „ variiert. 


Die Parameterdarstellung des Paraboloids durch % 
und % ausgedrückt ist: 


x, = (at) tgz c0s 4 | 
ee (+ »,) tg x sin $ (Te 


2:2, ) al We 
pe SÄFEE, N Er 
In allen Querschnitten x, — const., welche sämnit- 


lich Kreise sind, ist x constant. Für x, =0 it 4 —= = 


oder =, fur ee Ist ar) Oder re; 


Für das Ähnlichkeitsverhältnis Arharl man: 


; 1 1 Fr 1 
lim 7 ==s er — Y HM. —e Tr : 
\ v2—r3 Y—-(a+r;) ’ Yatrvı.tg 2 
a wird unendlich für z= 0 und u wird Null für 
BazE — Falls z# von 0 bis Fr variiert, wird Y von 


— © bis + © stetig variieren. 
6* 
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Das Bild des Rotationsparaboloids wird etwa fol- 
gendes sein: 


ALyyY 
Yatrı.16 N a er 
9) a b C d 
I ar In — 
5) 4+tr, .|rYya-tpvı Du a-+trı X 
Ö A B € we 


Die Parallelen der X Axe sind die Bilder der 
Schnittkreise von den Ebnen x, — coust., wie .B.OD, 
das Bild des Kreises für z = 10° 56° 49 ist (wie man 


durch Auflösung der Gleichung Ig tg + 


CosS2. a8 


mittelst der Methode der Annäherung findet) und od 
das Bild des Kreises ist, welcher in der Ebne «&, - 0 
liegt, für: den also 2 —= z wird. Die Parallelen zur 


YAxe sind dıe Bilder der Schnittparabeln, welche von 
den Ebnen erzeugt werden, die durch die Schnittkante 
von = 0.:und: 72 =»0:gehn.. : Ferner ara gr 
Scheitelpunkt des Paraboloids, für den x = 0 ist, auf 
der YAxe in der negativen Unendlichkeit liegen. Die 
Parallelen durch OÖ, A, B, 6, D sind die Bilder der 
Schnittparabeln, die in den Ebnen «x, = 0, %, = liegen 
und zwar derart, dass die Parallelen durch O und B 
die Parabel in der Ebne x, = 0, die Parallelen durch 
A und (C die Parabel in der Ebne x, = 0 darstellen. 
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Die Parallele durch D ist identisch mit OY. Man kann 
sich das Bild des Paraboloids um die Parallele durch B 
umgeklappt denken. 


Das Ähnlichkeitsverhältnis Yu = BR SRERN 
' “ latrıtgz 
eins für tgz = TEREERE Die Ähnlichkeit ist nur im 
4 7] 


Unendlichen des Bildes unterbrochen, also auch für den 
Scheitel des Paraboloids. 

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die Parallelen 
zur X Axe die Bilder der Schnittcurven sind, in denen 
sich die beiden Paraboloide schneiden, welche durch 
die 1. und 3. der Gleichungen I. dargestellt werden. 
Diese Schnitteurven sind demnach Kreise, deren Ebnen 
senkrecht zur Axe stehn. 


XVII. 


Dieser Abschnitt soll noch zum Schluss die Ab- 
bildung der Cylinderflächen behandeln. Wenn man in 
den Gleichungen der allgemeinen confocalen Oberflächen, 
die von der Form 


„2 a 2 


EEE ee re a 

sind, a, unendlich werden lässt undzwarima =— », 
dann wird A, sich der Grenze + © nähern, Man wird 
eine neue Variable / durch die Snbstitution , = — a, +!? 
einführen, wo /? von 0 bis «© variieren soll und dieses 
auch unabhängig davon, ob lima, = — =» wird. Das 
System von Gleichungen geht durch Einführung der 
neuen Variabeln und für lima, = — » in folgendes 
über: 

en ee 
3 "dat, Qt, ’ aa+iz Ass; 2 


wo / alle positiven und negativen reellen Werte an- 
nehmen kann und Fa > A, > —a, — m >h,>—a, 
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sein wird. Die erste der Gleichungen I bezeichnet bei 
festem /ein zur Ebne x, = 0 paralleles Ebnenpaar, das 
um #I von dieser Ebne entfernt ist. Die zweite 
Gleichung stellt einen Cylinder mit elliptischen,, ‚die dritte 
einen Cylinder mit hyperbolischer Basis dar. Die ge- 
meinschaftliche Axe der Cylinder ist die =, Axe. Die 
Cylinder und das Ebnenpaar schneiden sich rechtwinklig, 
die Oylinder unter einander schneiden sich in Geraden. 
Das Ebnenpaar schneidet die Cylinder in Ellipsen 
resp. Hyperbeln, deren Gleichungen identisch mit der 
2. resp. 3. ‚Gleichung des Systems I. sind. .Für die 
Variabeln ©,, &, &, hat man: = 

2 Ei: _ (a4) (@+A) „2 Gina 2 IL. 


r% 
dg— ds 


3 4349 


Zu den Abbildungsformeln für die Cylinder ge- 
langt man durch Grenzübergang aus den allgemeinen 
Abbildungsformeln der Oberflächen zweiter N 8. 
pP. 

Man sieht, dass für imo — —» lim sn?a 

S 1 At 4, . : - s 
— 24m Wird. Schreibt man für lim % 
= Ag+4, 
wieder k, so wird im a = lim(K+iK) = K+iKk. 


Die Funktion W = a — II(w, a) verschwindet 
für den Fall a= K-+iK’‘. Dagegen wird lim a nicht 


verschwinden. Diesen Grenzwert findet man, indem man 
rechts Zähler und Nenner nach a differenziert: | 


__. d2logena dd (w, a) 
! W i Br Te ade: 
lım ME lim in z 
.da 


; d2loe ena 
kim. sc 2 e 22. 
da? 
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Nach einer bekannten Formel ist: 


kZ2snwcenwdn 0 sn? @ 


dIi(w, a) gt (a) — 2 (ie 


da 1 - k?sn?w sn2a 
Ferner 
aE “ E 
Ze) = — 5 z if dn’ada, Zn) = — Fr dn?a, 
0 | 
also lim Z’() = — 
VDERIIK 
Man findet schliesslich: 
En — RS = ® = “w) 
a=Rtin | 3 
lim ee — — lim (—k?sna cna) = + il. 
also 


& ) H,' (w 
lim Az = en — w-+ = -- 7 1) III. 
a=K-+ir "4 di 1, (w) 


In dem Ausdruck für U wird sowohl für den 
elliptischen als auch für, den hyperbolischen Oylinder 


), = ih, also lim A, =». Man hat nun die Variable 
f ee In & 
? — a,—4, in den Ausdruck für Sr einzuführen, was 
dna 


einfach dadurch geschieht, dass man auf den Integral- 
ausdruck für U zurückgeht. 


m —h, 
1 2 ee Gas last.) (3 +A,,) dA, 
ati, =, di = 2ldl;also 


Ye Bra )al: 
Y(l?+az - a) (?+a,— 4) 


dig R 
Da dna = 2 ist, wird: 
4—d 


a ; 

a [ a, 
dna Yas—a, -+.a, i 1% i 
ee 
Im Grenzfall lima, = & erhält man, da ! endlich 


bleibt, lim „—- — — 
na 


Ya; - a, 
Von der Abbildung U, V geht man zu der Abbil- 
dung &, n auf folgende Weise über: 


Br DIV ua 
seem een 
Für das neue Ähnlichkeitsverhältnis erhält man: 
Bau u 
denn ri) 
Wird nun lim a, = — », so wird man folgende 
Abbildungsgleichungen für die Cylinder erhalten: 
dna la, -a; 
a BT NR Nie = H (iv) 
a=-in-. tz) II Tun 
a ne 
a lim m mi er 
er th. a %T 4 
A At, 


1) Za den Abbildungsformeln des elliptischen Cy- 
linders gelangt man, indem man setzt, —=4,,4 —J,. 
Es wird k = a nz ar Ze 21% 2 
Da A? - 1, so führt man den Modul k, — an 
Zwischen den Constanten und Funktionen mit dem 
Modul %k und den entsprechenden Grössen mit dem Mo- 
dul k, finden dann folgende Beziehungen statt: 
E SIR E,‘ | = 
Kr MER IH E 
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Unter Einführung der Variable v, durch: 


| v, =K' —kv 
wird: 
Dr tao 2 5 O(u,k) _ ei 
BT Ole) 3KK 


Unter Fortlassung der Constanten findet man: 


u I a RL U Re 
BOTEN 0 
Zwischen v und v, kann man folgende Relation 
aufstellen: 
sn(v,k) _ en(w,Ät _ At 
EHRT TER are. Rt aan, 
Man erhält für die Abbildungsformeln: 
RER, 1eukogr 5 ‚EB, hi) \ 
Denen en] 
sn? (2; kı‘) ihn 543 k, Or Az — (do 2  4dgHtig 
en.) A,+ta,’ a a a ER 
1 ; 
Das Ähnlichkeitsverhältnis wird yın‘ = eg ist also 
di, =” (4/2) 


constant. Die Parameterdarstellung des elliptischen Cy- 
linders hat folgende Form: 


ei =, ren, = az) nl.) 
! variiert von —o bis +o,v, von O bis AK,‘ 
Geht man noch zu der Abbildung: 
a tet) 


über, so findet man: 


ET 4 I, ltızh 
ea Een 


Das Ähnlichkeitsverhältnis wird m,‘ = 1. Da 


dp 
v, - frei eo. so werden, weil g=am(v,,Ä,‘) 


‘2sjin? 
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ist, den Werten 0, RK’, 2%‘, 3K,, +4,‘ von », die Werte 
0, = ‚27er von g entsprechen. Führt man die Va- 
riable p ein, so erhält man: | 
F 


Keil, zu ec; sin’ dq. 

6 | 
Hier steht rechts der Ausdruck für den Bogen der 
Ellipse, die in dem Querschnitt des Uylinders mit der 
Ebne z, — constans liegt und die durch die Gleichung: 
| 52 Ly” er 
atA "a4 2 

dargestellt wird. 


1 


Der Bogen wird von dem Schnittpunkt der Ellipse 
mit der positiven &;Axe an gerechnet und zwar in der 
Richtung des Uhrzeigers, also nach der positiven x,Axe 
hin. Der Winkel 9 wird Senne von der wAxe und 
einer Linie, die vom Mittelpunkt ‘ler Ellipse nach dem 
Schnittpunkt der x,Coordinaten mit einem Kreise, der 
mit der halben grossen Axe (= ja,--4,) um den Mittel- 
punkt der Ellipse beschrieben ist.‘) Die Abbildung X Y 
des elliptischen Oylinders stellt also nichts anders als 
seine Abwicklung dar. . 

Ist ıv der Winkel, den die Normale des elliptischen 
Cylinders mit der x, Axe bildet, so findet man: 

a X Gytig __ las+75) (at) _ 


= — +. ee re | 
dıvz 0, Ay hg Y(a,-7,) (629 5 


Daraus folgt: 


» 9,22 (GgtAs) (at) 1 +4 7 00, ) 
SIHn AU ee, 
| (ia—de) (d3—Q5)  Äy? Ag, dn?(m,,ky‘) 
(@g+ 43) (ag-+/2) __ sn? (r,,kı)) 
() (aa)  dn2le,kı) 


cos’ dv — — 


. 1) Durege: Ellipt. Funetionen. 3. Aufl. S. 70. 
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2 dw 
—k, ?sindw 


m AT ach a2. n 3 re 
Bo elrdat, — dr ne ‚ während vw und g in folgen 
dem Zusammenhang stehen: 


und setzt man 


cos?y 
sinzıh = er 
1—%, 2 sin2p 


Die Abbildungsformeln werden sein 


we DEREN, GELD 

X=h, Ye yja4h | Se an 

2) Setzt man in den en IVer en, 
), — 1,, so gelangt man zu der Abbildung des hyper- 


bolischen Cylinders. Es wird: 


» _ Wr e___G-% ee i 
Prag SR Er: also ar 
demnach führt man den Modul \, = = ein, und erhält 

folgende Relationen: 
E E,° 
ne 
Setzt man 
% = — tvk', so wird 
Hy (ie, k) _ 1 H,'(@,ko‘), _ 8n?(e2, kg‘) a an SH 
an RT ET 


Die Abbildung des hyperbolischen Cylinders stellt 
sich dar durch: 


& _. ET n= 7 Bm ky2Ky 2 HA, (vs, hy‘) 
Vaz—az e Rz H, (02, ho‘) 
S a — Ag+ As Wa Ag Is 
n Fitz: 19 I — ) y 19 I y io II 0 {7 
48 I - 495— 43 
n\ TREE 1 — 
Das Ähnlichkeitsverhällnis ist: —— — ym. 


Yaz—az 
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Geht man zu der Abbildung: 
ED Ya,—a, (229) 
über, so erhält man: 


a E, rn Hi‘ ee | 
da 
H,‘ (v2, key‘) BE sn (9; kg‘) dn (v9, hs‘) o (09, k,‘) 
H, (%9, ka‘) en (v3, ka‘) 0 (v9, kg‘) 


ist, so findet man 


ne RE sn (09, kg‘) dn (79, ko‘) Bu P 24\ 


a 
() ı - = ; 
V1- %ky'2sin2yp 


0 


Es ist: 


also wird: 
F 
Y= — ya,—a, We f, =. ——. 
cos?p Y 1—k,'?sin?p 
0 
Rechts steht wieder der Ausdruck für den Bogen 
der Hyperbel, welche in einem Schnitte des Üylinders 
mit einer der Ebnen x, — const. liegt. Beschreibt man 
um den Mittelpunkt OÖ der Hyperbel einen Kreis mit dem 
Radius Vor), und schneidet eine Tangente an die 
Hyperbel diesen Kreis in @, und ist S der Fuss- 
punkt des Lotes von O0 auf jene Tangente, dann ist 
—,908.,) 
Die Parameterdarstellung des Cylinders durch die 
Variablen » und / ausgedrückt, hat folgende Gestalt: 
Bo Va 
dn (v9, Ks‘) 
en (w,, kg‘) 


% = +y,-+3, 3 
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! durchläuft alle positiven und negativen Werte, ® geht 
von — K,' bis + K,‘. Bei der Abbildung X, Y ist 
das Ähnlichkeitsverhältnis = 1. 

3) Wenn man in den Gleichungen I, Seite 85 
a,t+4; 
>—(i=2,3) setzt und 
Va+4; 
den Mittelpunkt der Ellipse, welche die zweite jener 
Gleichungen ausdrückt, nach der positiven Seite hin in die 
Ao+A, 
Ya—; 
endlich bleibt, folgendes System von Gleichungen (vgl. 
Ss. 65—66). 
Bit, u — 203 =6-49,, Eee — 213,’ = tr, V. 

Die letzten beiden Gleichungen stellen parabolische 
Cylinder dar, deren Mäntel der x,Axe parallel sind und 
die von dem Ebnenpaar z,?=/? in Parabeln geschnitten 
werden, von denen das zur 2!" Gleichung gehörige Paar 
nach der positiven und das zur 3‘ gehörige Paar nach 
der negativen Seite der xsAxe hin verläuft. Aus den 
Gleichungen V findet man: 


2 —— (49) (+), = — a4) + at) VI. 


Unendlichkeit rücken lässt, so erhält man, da lim 


v, und », liegen in den Intervallen 
ee a Ca Ze Va DO 
! nimmt alle positiven und negativen Werte an. 


Auf Seite 91 hatte man für die Abbildungsglei- 
chungen des elliptischen Cylinders gefunden. 


® 
xl, Y- ya, IR dn? (v,, k,‘) dv, 
ö 


Ag+ /3 12 dAgz—4d, 2 a9+ hg 
’ Ik, | ’ = 
ds do dis ig 


dt hg 


ee 
nr, == 
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Im Grenzfall wird 


im = 0,-Iim ag e1, aa ı 
in. 1m A © | | 
Führt man die Variable v,‘ ein durch weh 9 
dann wird unter Fortlassung der Constanten 
Di: 
va (a, + 35) 0% 
Va;+ 2, J We’ (ak) 
| 0 
Setzt man sn? (v,‘, k,‘) = sin? so ist 
p 
ar Aa 4g dy : 
Yastie. YA-%,sin2n)3 


Im Grenzfall wird 


lim y: Se Vasz GI IBE" (24%) cos? p 
0 
cos? p — vet 
LOEZ 
Da aber: 
Be FE IR * 
ee Be dp I (1-+ sin?) dp jet 
cos® p a cos®dy 


und die einzelnen Ausdrücke in der Klammer rechts 
leicht zu integrieren sind, so findet man: 


Y=—(649,).) logie +2) 


cos2y 


Das ist nichts anders, als der Ausdruck für den 
Bogen einer Parabel vom Scheitel aus gerechnet. — Die 
Abbildung ist wieder identisch mit der Abwicklung des 
Cylinders auf die Ebne. 
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Hiermit schliesse ich die Behandlung der conformen 
Abbildungen der Oberflächen zweiter Ordnung, indem 
ich noch auf die Abhandlungen von H. Weber!) und 
F. Eisenlohr?) hinweise. Beide suchen mit Hilfe der 
Variationsrechnung diejenige conforme Abbildung abzu- 
leiten, bei welcher ein von ihnen definierter Fehler der 
Karte ein Minimum wird. 

Die Abhandlungen von Holzmüller bieten ausser- 
dem reiches Material für den Übergang von einer Ab- 
bildung zur andern. 


1) Crelle, Journ. 67. 
2) Crelle, Journ. 72, 


Ru 


Thesen. 


l. Die älteren Erklärungen für die Thatsache, dass die 
Gestirne am Horizont grösser erscheinen als am 
Zenith, genügen nicht. 

2. Die Neumannsche Annahme, nach welcher das Licht 
in der Polarisationsebene schwingt, besitzt eine 
grössere Wahrscheinlichkeit, als die entgegenstehende 
Fresnelsche, 
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und lag dem Studium der Mathematik und Phys 
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